Absolutely $lq$-finite extension by Fliouet, El Hassane
ar
X
iv
:1
70
1.
05
43
0v
1 
 [m
ath
.A
C]
  1
9 J
an
 20
17
Extensions absolument lq-finies
El Hassane Fliouet
Abstract
Let K/k be purely inseparable extension of characteristic p > 0. By
invariants, we characterize the measure of the size of K/k. In particular,
we give a necessary and sufficient condition that K/k is of bounded size.
Furthermore, in this note, we continue to be interested in the relationship
that connects the restricted distribution of finitude at the local level of
intermediate fields of a purely inseparable extension K/k to the absolute
or global finitude of K/k. Part of this problem was treated successively
by J.K Devney, and in my work with M. Chellali. The other part is the
subject of this paper, it is a question of describing the absolutely lq-finite
extensions. Among others, any absolutely lq-finite extension decomposes
into w0-generated extensions. However, we construct an example of ex-
tension of infinite size such that for any intermediate field L of K/k, L is
of finite size over k. In addition, K/k does not respect the distribution of
horizontal finitude.
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1 Introduction
Soit K/k une extension purement inse´parable de caracte´ristique p > 0. Une
partie B de K est dite r-base de K/k si K = k(Kp)(B) et pour tout x ∈ B,
x 6∈ k(Kp)(B \ {x}). En vertu du ([1], III, p. 49, corollaire 3) et de la proprie´te´
d’e´change des r-bases, on en de´duit que toute extension admet une r-base et
que le cardinal d’une r-base est invariant. Si de plus K/k est d’exposant fini,
on ve´rifie aussitoˆt que B est une r-base de K/k si et seulement si B est un
ge´ne´rateur minimal de K/k. Par suite, nous pouvons controˆler la taille de
toute extension purement inse´parable d’exposant borne´ K/k et la longueur de
tout corps k par l’interme´diaire du degre´ d’irrationalite´ de K/k et le degre´
d’imperfection de k de´finis respectivement par di(K/k) = |G| ou` G est un
ge´ne´rateur minimal de K/k, et di(k) = |B|, ou` B est une r-base de k/kp.
Notamment, on montre que la mesure de la taille d’une extension est une fonc-
tion croissante par rapport a` l’inclusion. Plus pre´cise´ment, pour toute chaine
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d’extensions d’exposant borne´ k ⊆ L ⊆ K, on a di(L/k) ≤ di(K/k). Par
ailleurs, cette proprie´te´ s’est ave´re´e fort utile pour e´tendre la meseure de la
taille a` une extension purement inse´parable K/k quelconque par prolongement
vertical du degre´ d’irrationalite´ des sous-extensions interme´diaires d’exposant
fini de K/k. Ainsi, on pose di(K/k) = sup
n∈N
(di(kp
−n
∩K/k)), ici le sup est utilise´
au sens du ([1], III, p. 25, proposition 2). Dans ce contexte, on montre que la
mesure de la taille d’une extension est compatible avec l’inclusion et la line´arite´
disjointe. En d’autres termes, on a :
(i) Pour toute chaine d’extensions purement inse´parables k ⊆ L ⊆ L′ ⊆ K,
on a di(L′/L) ≤ di(K/k) ≤ di(k)
(ii) Pour tous corps interme´diaires K1 et K2 de K/k, k-line´airement dis-
joints, on a di(K1(K2)/k) = di(K1/k) + di(K2/k) et di(K1(K2)/K2) =
di(K1/k).
En outre, di(K/k) = sup(di(L/k)), ou` k ⊆ L ⊆ K. Autrement dit, la mesure
de la taille de K/k est vue comme limite inductive du degre´ d’irrationalite´ de ces
sous-extensions interme´diaires. Dans cette note, nous continuons a` s’inte´resser
a` la relation qui relit la re´partition restreinte de la finitude au niveau des corps
interme´diaires d’une extension purement inse´parable K/k a` la finitude absolue
ou globale de K/k.
Dans [11], J. K. Deveney construit un exemple d’extension modulaire K/k
tel que toute sous-extension propre de K/k est finie, et pour tout n ∈ N, on
a [kp
−n
∩ K : k] = p2n. Par conse´quent, K/k ne conserve pas la distribution
de la finitude au niveau local des corps interme´diaires de K/k. Cependant,
il est facile de ve´rifier que di(kp
−n
∩ K/k)) = 2, donc K/k est relativement
parfaite d’exposant non borne´ dont la mesure de la taille vaut 2, et par suite
K/k conserve la finitude horizontale (la taille) des corps interme´diaires. En
tenant compte de cet exemple, dans [6] on construit pour tout entier j une
extension purement inse´parable K/k d’exposant non borne´ ve´rifiant :
(i) Toute sous-extension propre de K/k est finie.
(ii) Pour tout n ∈ N, [kp
−n
∩K : k] = pjn.
Ame´liorant ainsi le contre-exemple de J. K. Deveney, une telle extension
est relativement parfaite d’exposant non borne´, et pour tout n ∈ N, di(kp
−n
∩
K/k) = j. Il est e´galement clair que K/k pre´serve la mesure de la taille sans
conservation de la finitude restreinte, donc on peut conjecturer que les extensions
conservent la mesure de la taille de leurs corps interme´diaires. La re´solution de
ce proble`me nous ame`ne a` e´tudier de pre`s la lq-finitude absolue.
Une extensionK/k est dite lq-finie si pour tout n ∈ N, kp
−n
∩K/k est finie, et
si de plus di(K/k) est fini K/k sera appele´e extension q-finie. Il est trivialement
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e´vident que la finitude entraine la q-finitude entraine la lq-finitude, et lorsque
di(k) est fini, toute extension K/k est q-finie. Pour des raisons de la non-
contradiction, on donne des exemples qui diffe´rencient ces notions. Toutefois,
notre objectif pricipal consiste a` de´crire les extensions absolument lq-finies, a`
cet e`gard on montre que les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(1) Pour toute sous-extension L/k de K/k, K/L est lq-finie.
(2) Toute sous-extension L/k de K/k satisfait L/k(Lp) est finie.
(3) Pour toute sous-extension L/k de K/k, on a L/rp(L/k) est finie, ou`
rp(L/k) est la cloˆture relativement parfaite de L/k.
(4) Toute suite de´croissante de sous-extensions de K/k est stationnaire.
Une extension qui ve´rifie l’une des conditions ci-dessus s’appelle extension
absolument lq-finie. Il s’agit de la distribution absolue de la lq-finitude. On
ve´rifie aussitoˆt que la q-finitude entraine la lq-finitude absolue entraine la lq-
finitude au sens large. En particulier, la lq-finitude absolue est transitive, et
toute extension qui est a` la fois modulaire et lq-finie est q-finie. Plus ge´ne´rale-
ment, on montre que K/k est q-finie si et seulement si K/k est absolument
lq-finie et pour tout corps interme´diaire L de K/k, la plus petite sous-extension
m de L/k telle que L/m est modulaire est non triviale (m 6= L). Pour ne
mentionner que cela, on montre que toute extension absolument lq-finie est
compose´e d’e´xtensions w0-ge´ne´ratrices. Enfin, nous approuvons cette notion
par la construction d’un exemple d’extension de taille infinie telle que pour tout
corps interme´diaire L de K/k, on a L/k est q-finie. En outre, K/k ne respecte
pas la re´partition de la finitude horizontale au niveau de leurs sous-extensions.
D’autre part, cet exemple permet la distinction entre la lq-finitude simple et
absolue.
2 Ge´ne´ralite´
D’abord, nous commencerons par donner une liste pre´liminaire des notations le
plus souvent utilise´es tout le long de ce travail :
• k de´signe toujours un corps commutatif de caracte´ristique p > 0, et Ω une
cloˆture alge´brique de k.
• kp
−∞
indique la cloˆture purement inse´parable de Ω/k.
• Pour tout a ∈ Ω, pour tout n ∈ N∗, on symbolise la racine du polynoˆme
Xp
n
− a dans Ω par ap
−n
. En outre, on pose k(ap
−∞
) = k(ap
−1
, . . . , ap
−n
,
. . .) =
⋃
n∈N∗
k(ap
−n
) et kp
−n
= {a ∈ Ω | , ap
n
∈ k}.
• Pour toute famille B = (ai)i∈I d’e´le´ments de Ω, on note k(Bp
−∞
) =
k((ai
p−∞)i∈I).
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• Enfin, —.— sera employe´ au lieu du terme cardinal.
Il est a` signaler aussi que toutes les extensions qui interviennent dans ce
papier sont des sous-extensions purement inse´parables de Ω, et il est commode
de noter [k,K] l’ensemble des corps interme´diaires d’une extension K/k.
2.1 r-base, r-ge´ne´rateur
De´finition 2.1 Soit K/k une extension. Une partie G de K est dite r-ge´ne´ra-
teur de K/k, si K = k(G) ; et si de plus pour tout x ∈ G, x 6∈ k(G\x), G sera
appele´e r-ge´ne´rateur minimal de K/k.
De´finition 2.2 Etant donne´es une extension K/k de caracte´ristique p > 0 et
une partie B de K. On dit que B est une r-base de K/k, si B est un r-ge´ne´rateur
minimal de K/k(Kp). Dans le meˆme ordre d’ide´es, on dit que B est r-libre sur
k, si B est une r-base de k(B)/k ; dans le cas contraire B est dite r-lie´e sur k.
Voici quelques cas particuliers :
• Toute r-base de k/kp s’appelle p-base de k.
• Egalement, toute partie d’e´le´ments de k, r-libre sur kp sera appele´e p-
inde´pendante (ou p-libre) sur kp.
Ici B de´signe une partie d’un corps commutatif k de caracte´ristique p > 0.
Comme conse´queces imme´diates on a :
(1) B est p-base de k si et seulement si pour tout n ∈ Z, Bp
n
l’est e´galement
de kp
n
.
(2) B est r-libre sur kp si et seulement si pour tout n ∈ Z, Bp
n
l’est auusi
sur kp
n+1
.
(3) B est p-base de k si et seulement si B est un r-ge´ne´rateur minimal de
k/kp.
(4) B est p-base de k si et seulement si pour tout n ∈ N∗, kp
−n
= ⊗k(⊗k k(
ap
−n
))a∈B et pour tout a ∈ B, a 6∈ kp. En particulier, B est p-base de k
si et seulement si kp
−∞
= ⊗k(⊗kk(ap
−∞
))a∈B et pour tout a ∈ B, a 6∈ kp.
Il est a` noter que le produit tensoriel est utilise´ conforme´ment a` la de´finition
5 (cf. [2], III, p. 42). Il est vu comme limite inductive du produit tensoriel
d’une famille finie de k-alge`bre. Toutefois, la proposition ci-dessous permet de
ramener l’e´tude des proprie´te´s des syste`mes r-libres des extensions de haureur
≤ 1, (Kp ⊆ k) au cas fini. Plus pre´cise´ment, on a :
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Proposition 2.1 Soit K/k une extension de caracte´ristique p > 0. Une partie
B de K est r-libre sur k(Kp) si et seulement s’il en est de meˆme pour toute
sous-partie finie de B.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
Proposition 2.2 Soit K/k une extension de caracte´ristique p > 0. Toute par-
tie finie B de K satisfait [k(Kp)(B) : k(Kp)] ≤ p|B|, et il y’a e´galite´ si et
seulement si B est r-libre sur k(Kp).
Preuve. Notons B = {x1, . . . , xn}, comme pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a x
p
i ∈
k(Kp) ⊆ k(Kp)(x1, . . . , xi−1), alors [k(Kp)(x1, . . . , xi) : k(Kp)(x1, . . . , xi−1)] ≤
p, et il y’a e´galite´ si et seulement si xi 6∈ k(Kp)(x1, . . . , xi−1). Compte tenu de la
transitivite´ de la finitude, [k(Kp)(x1, . . . , xn) : k(K
p)] =
n∏
i=1
[k(Kp)(x1, . . . , xi) :
k(Kp)(x1, . . . , xi−1)] ≤ p
n, et il y’a e´galite´ si et seulement si B est r-libre sur
k(Kp). ⊓⊔
Corollaire 2.3 Soit K/k une extension de caracte´ristique p > 0. Une partie
B de K est r-libre sur k(Kp) si et seulement si pour toute sous-partie finie B′
de B, on a [k(Kp)(B′) : k(Kp)] = p|B
′|.
Comme application, le re´sultat ci-dessous montre que la r-inde´pendance est
transitive dans le cas des extensions de hauteurs 1. Autrement dit :
Proposition 2.4 Etant donne´e une extension K/k de caracte´ristique p > 0.
Deux parties B1 et B2 de K sont respectivement r-libres sur k(K
p) et k(B1)(K
p)
si et seulement si B1 ∪B2 l’est sur k(Kp). En particulier, si B1 est une r-base
de k(Kp)/Kp, et B2 est une r-base de K/k(B1)(K
p), alors B1 ∪B2 est p-base
de K.
Preuve. La condition suffisante re´sulte aussitoˆt de la de´finition des r-bases.
Par ailleurs, d’apre`s la proposition 2.1, on se rame`ne au cas ou` B1 et B2
sont finies. En vertu de la proposition 2.2, on a [k(Kp)(B1 ∪ B2) : k(Kp)] =
[k(Kp)(B1 ∪B2) : k(Kp)(B1)].[k(Kp)(B1) : k(Kp)] = p|B2|.p|B1| = p|B2|+|B1| =
p|B1∪B2|, et par suite B1 ∪B2 est r-libre sur k(K
p). ⊓⊔
Comme conse´quences imme´diates :
Corollaire 2.5 Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions purement inse´parables et B1,
B2 deux parties respectivement de K et L. Si B1 est une r-base de K/L et B2
une r-base de L(Kp)/k(Kp), alors B1 ∪B2 est une r-base de K/k.
Corollaire 2.6 Soient K/k une extension de caracte´ristique p > 0, x un e´le´m-
ent de K, et B une partie r-libre sur k(Kp). Pour que B ∪ {x} soit r-libre sur
k(Kp) il faut et il suffit que x 6∈ k(Kp)(B).
Preuve. imme´diat. ⊓⊔
Extensions absolument lq-finies 6
The´ore`me 2.7 [the´ore`me de la r-base incomple`te] Etant donne´es une exten-
sion K/k de caracte´ristique p > 0, et une partie B de K, r-libre sur k(Kp).
Pour tout r-ge´ne´rateur G de K/k(Kp), il existe un sous-ensemble G1 de G tel
que B ∪G1 est une r-base de K/k.
Preuve. Le cas ou` k(Kp)(B) = K est trivialement e´vident. Si k(Kp)(B) 6=
K, il existe x ∈ G tel que x 6∈ k(Kp)(B). En effet, si pour tout x ∈ G,
x ∈ k(Kp)(B), comme G est un r-ge´ne´rateur de K/k(Kp), on aura k(Kp)(G) =
K ⊆ k(Kp)(B), absurde. D’apre`s le lemme pre´ce´dent, B ∪ {x} est une partie
r-libre sur k(Kp). Posons ensuite H = {L ⊂ G tel que B ∪ L est r-libre sur
k(Kp)}. IL est clair que H est inductif, et donc d’apre`s le lemme de Zorn, H
admet un e´le´ment maximal que l’on note M . Soit B1 = M ∪B, ne´cessairement
K = k(Kp)(B1), si K 6= k(Kp)(B1), il existe e´galement un e´le´ment y de G
tel que y 6∈ k(Kp)(B1), et donc B1 ∪ {y} serait r-libre sur k(Kp) ; c’est une
contradiction avec le fait que M est maximal. ⊓⊔
Voici quelques conse´quences imme´diates :
(1) De tout r-ge´ne´rateur de K/k(Kp) on peut en extraire une r-base de K/k.
(2) Toute partie r-libre sur k(Kp) peut eˆtre comple´te´e en une r-base de K/k.
En particulier, toute partie p-inde´pendante sur kp peut eˆtre e´tendue en
une p-base de k.
(3) Toute extension K/k admet une r-base. En outre, tout corps commutatif
de caracte´ristique p > 0 admet une p-base.
Par ailleurs, toutes les r-bases d’une meˆme extension ont meˆme cardinal
comme le pre´cise le re´sultat suivant.
The´ore`me 2.8 Soit K/k une extension de caracte´ristique p > 0. Si B1 et B2
sont deux r-bases de K/k, alors |B1| = |B2|.
Pour la preuve de ce the´ore`me on se se´rvira des re´sultats suivants.
Lemme 2.9 [Lemme d’e´change] Sous les conditions du the´ore`me pre´ce´dent,
pour tout x ∈ B2, il existe x1 ∈ B1 tel que (B1\{x1}) ∪ {x} est une r-base de
K/k.
Preuve. Choisissons un e´le´ment arbitraire x de B2, comme B2 est une r-
base de K/k, il en re´sulte que {x} est r-libre sur k(Kp). Compte tenu du
the´ore`me 2.7, il existe B′1 ⊂ B1 tel que B
′
1 ∪ {x} est une r-base de K/k. D’ou`,
p = [k(Kp)(B′1)({x}) : k(K
p)(B′1)] = [K : k(K
p)(B′1)] = [k(K
p)(B′1)(B1\B
′
1) :
k(Kp)(B′1)], et comme B1\B
′
1 est r-libre sur k(K
p)(B′1), on en de´duit que
|B1\B′1| = 1, c’est-a`-dire B1\B
′
1 est re´duit a` un singleton. ⊓⊔
Proposition 2.10 Soit K/k une extension de caracte´ristique p > 0. Si K/k
admet au moins une r-base finie, alors toutes les r-bases de K/k sont finies et
ont meˆme cardinal.
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Preuve. Imme´diat, il suffit d’appliquer la proposition 2.2. ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 2.8. D’apre`s la prroposition 2.1, on se rame`ne au cas ou`
|B1| et |B2| sont infinies. Comme B1 est une r-base de K/k, pour tout x ∈ B2,
il existe une partie finie D(x) de B1 telle que x ∈ k(Kp)(D(x)), et par suite
K = k(Kp)(B2) ⊆ k(Kp)(
⋃
x∈B2
(D(x))). Il en re´sulte que
⋃
x∈B2
(D(x)) = B1, et
en vertu du ([1], III, p. 49, cor 3), on obtient |B1| ≤ |B2|.|N| = |B2|. De la
meˆme fac¸on on montre que |B2| ≤ |B1| ; d’ou` |B1| = |B2|. ⊓⊔
Comme conse´quence, on a :
Corollaire 2.11 Pour toute partie B1 de K, r-libre sur k(K
p), et tout r-
ge´ne´rateur G de K/k, on a |B1| ≤ |G|.
Preuve. Imme´diat, puisque tout r-ge´ne´rateur peut se re´duire (respectivement
toute famille r-libre peut se comple´ter) en une r-base. ⊓⊔
Dans le cas ou` K/k(Kp) est fini, compte tenu du the´ore`me de la r-base in-
comple`te, un r-ge´ne´rateur G de K/k(Kp) est une r-base de K/k si et seulement
si |G| = Logp([K : k(Kp)]). En particulier, si B est une r-base de K/k et G un
r-ge´ne´rateur de K/k(Kp) tels que |B| = |G| < +∞, alors G est une r-base de
K/k.
Soit K/k une extension purement inse´parable de caracte´ristique p > 0. On
rappelle que K est dit d’exposant fini sur k, s’il existe e ∈ N tel que Kp
e
⊆
k, et le plus petit entier qui satisfait cette relation sera appele´ exposant (ou
hauteur) de K/k. Certes, la proposition suivante permet de ramener l’e´tude
des proprie´te´s des r-ge´ne´rateurs minimals des extensions d’exposant fini au cas
des extensions de hauteur 1, lesquelles sont plus riches.
Proposition 2.12 Soit K/k une extension purement inse´parable d’exposant
fini. Pour qu’une partie de K soit une r-base de K/k il faut et il suffit que
elle soit r-ge´ne´rateur minimal de K/k.
Preuve. Soit G une r-base deK/k, doncK = k(Kp)(G) = . . . = k(Kp
e
)(G) =
k(G), et s’il existe x ∈ G tel que x ∈ k(G\{x}), on aura x ∈ k(Kp)(G\{x}),
c’est une contradiction avec le fait que G est une r-base de K/k. Inversement,
pour tout r-ge´ne´rateur minimal G de K/k, on a K = k(G) = k(Kp)(G), et s’il
existe x ∈ G tel que x ∈ K = k(Kp)(G\x) = . . . = k(Kp
e
)(G\{x} = k(G\{x}),
on aura une contradiction avec le fait que G est un r-ge´ne´rateur minimal de
K/k. ⊓⊔
The´ore`me 2.13 Soit L/k une sous extension d’une extension purement inse´pa-
rable d’exposant fini K/k. Pour toutes r-bases BL et BK respectivement de L/k
et K/k, on a |BL| ≤ |BK |.
Preuve. On distingue deux cas :
1-ier cas. Si K/k est d’exposant 1, c’est-a`-dire Kp ⊆ k, donc Lp ⊆ k.
D’apre`s le the´ore`me 2.7, il existe B1 ⊆ BK tel que BL ∪ B1 est une r-base de
K/k, et par suite |BL| ≤ |BL ∪B1| = |BK |.
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2-ie`me cas. Etant donne´ un entier naturel e distinct de 0 et 1. Raisonnons
par re´currence en supposant que le the´ore`me est ve´rifie´ pour toute extension
d’exposant < e, et soit K/k une extension purement inse´prable d’exposant e.
Il est clair que k(Kp) ⊆ L(Kp) ⊆ K, et donc il existe B1 ⊆ BL et B2 ⊆
BK telles que B1 et B2 sont deux r-bases respectivement de L(K
p)/k(Kp) et
K/L(Kp). D’apre`s la transitivite´ de la r-inde´pendance, B1 ∪B2 est une r-base
de K/k(Kp). Posons ensuite k1 = k(B1) et B
′
L = BL \ B1 ; on ve´rifie aussitoˆt
que L ⊆ k1(Kp) = k1(B2
p), et k1(K
p)/k1 est d’exposant< e. Par application de
la proprie´te´ de re´currence et du corollaire 2.11, on obtient |B′L| ≤ |B2
p| = |B2|.
Comme B1 ∩B′L = ∅ et B1 ∩ B2 = ∅, alors |B1 ∪B
′
L| ≤ |B1 ∪B2|, et par suite
|BL| ≤ |BK |. ⊓⊔
3 Degre´ d’irrationalite´
Soit K/k une extension purement inse´parable. De´sormais, et sauf mention ex-
presse du contraire, pour tout n ∈ N∗, on note kn = k
p−n ∩ K, on obtient
ainsi k ⊆ k1 ⊆ . . . ⊆ kn ⊆ . . . ⊆ K, et kn/k est d’exposant fini. Soit Bn
une r-base de kn/k, d’apre`s le the´ore`me 2.13, |Bn| ≤ |Bn+1|. Ensuite, on pose
di(K/k) = sup
n∈N∗
(|Bn|), on rappelle que le sup est utilise´ ici au sens du ([1], III,
p. 25, proposition 2).
De´finition 3.1 L’invariant di(K/k) de´fini ci-dessus s’appelle le degre´ d’irratio-
nalite´ de K/k.
En particulier, et pour des raisons de diffe´renciation, le degre´ d’irrationalite´
de k/kp sera appele´ degre´ d’imperfection de k et sera note´ di(k).
Remarque 3.1 di(K/k) permet de mesurer la taille de l’extension K/k, et
di(k) la longueur de k.
Toutefois, on ve´rifie aussitoˆt que :
• di(K/K) = 0.
• Pour tout n ∈ Z, di(k) = di(kp
n
) = di(kp
−∞
/k).
• Compte tenu du corollaire 2.5, pour toute sous-extension L/k de K/k, on
a di(K/k(Kp)) = di(K/L(Kp)) + di(L(Kp)/k(Kp)). Plus ge´ne´ralement,
si K/k est d’exposant 1, on a di(K/k) = di(K/L) + di(L/k).
• En vertu de la proposition 2.2, pour toute extension purement inse´parable
d’exposant finie K/k, on a di(K/k) = di(K/k(Kp)).
The´ore`me 3.1 Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions purement inse´parables, on a
di(L/k) ≤ di(K/k). En outre, di(K/k) = sup(di(L/k))L∈[k,K].
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Preuve. D’apre`s le the´ore`me 2.13, il suffit de remarquer que pour tout
n ≥ 1, on a di(kp
−n
∩ L/k) ≤ di(kn/k), et donc sup(di(k
p−n ∩ L/k))n≥1 ≤
sup(di(kn/k))n≥1 ; ou encore di(L/k) ≤ di(K/k). ⊓⊔
Une conse´quence type est le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.2 Pour toute extension purement inse´parable K/k, on a di(K/k)
≤ di(k).
Preuve. Il suffit de remarquer qu’une partie B de k est une p-base de k
si et seulement si Bp
−n
est une r-base de kp
−n
/k pour tout n ≥ 1. Comme
kp
−∞
=
⋃
n≥1
kp
−n
, on a pour tout n ≥ 1, kp
−n
∩ K ⊆ kp
−∞
, et par suite
di(K/k) ≤ di(kp
−∞
/k) = di(k). ⊓⊔
Proposition 3.3 Soit (Kn/k)n∈N une famille croissante de sous-extensions
purement inse´parables d’une extension Ω/k. On a :
di(
⋃
n∈N
(Kn)/k) = sup
n∈N
(di(Kn/k)).
Preuve. Notons K =
⋃
n∈N
Kn, et soit j un entier naturel non nul. Il est
imme´diat que kj = k
p−j ∩K =
⋃
n∈N
(kp
−j
∩Kn). Dans la suite on distingue deux
cas :
1-ier cas : si di(kj/k) est fini, ou encore kj/k est finie. Comme pour tout
n ∈ N , on a kp
−j
∩ Kn ⊆ kp
−j
∩ Kn+1 ⊆ kp
−j
∩ K, alors la suite d’entiers
([kp
−j
∩ Kn : k])n∈N est croissante et borne´e, donc stationnaire a` partir d’un
rang n0 ; et par conse´quent pour tout n ≥ n0, k
p−j ∩Kn = k
p−j ∩Kn+1. En
outre, di(kp
−j
∩K/k) = di(kp
−j
∩Kn0/k) = sup
n∈N
(di(kp
−j
∩Kn/k)).
2-ie`me cas : si di(kp
−j
∩ K/k) est infini, ou encore sup
n∈N
(di(kp
−j
∩ Kn/k))
n’est pas fini. Comme kp
−j
∩K =
⋃
n∈N
(kp
−j
∩Kn), donc si Bjn est une r-base
de kp
−j
∩Kn/k, alors
⋃
n∈N
Bjn est un r-ge´ne´rateur de k
p−j ∩K/k. En vertu du
corollaire 2.11, di(kp
−j
∩K/k) ≤ |
⋃
n∈N
Bjn|, et d’apre`s ([1], III, p.49, corollaire
3), |
⋃
n∈N
Bjn| ≤ sup
n∈N
(|Bjn|) = sup
n∈N
(di(kp
−j
∩Kn/k)).
Compte tenu de ces deux cas, on en de´duit que di(K/k) ≤ sup
n∈N
(di(Kn/k)).
Mais comme Kn ⊆ K pour tout n ≥ 1, d’apre`s le the´ore´me 3.1 on obtient
sup
n∈N
(di(Kn/k)) ≤ di(K/k), et par suite di(K/k) = sup
n∈N
(di(Kn/k)). ⊓⊔
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Le re´sultat suivant qui est une conse´quence bien connue de la line´arite´ dis-
jointe intervient souvent dans le reste de ce papier.
Proposition 3.4 Soient K1/k et K2/k deux sous-extensions d’une meˆme ex-
tension K/k, k-line´airement disjointes. Pour touts corps interme´diaires L1
et L2 respectivement de K1 et K2, on a L2(K1) et L1(K1) sont k(L1, L2)-
line´airement-disjointes. En particulier, L2(K1) ∩ L1(K2) = k(L1, L2).
Une famille (Fi/k)i∈J d’extensions est dites k-line´airement disjointes, si
pour toute partie G d’e´le´ments finis de J , (Fn/k)n∈G sont k-line´airement dis-
jointes (cf. [3], p. 36). Il est trivialement e´vident que k((Fi)i∈J ) =
∏
i∈J
Fi ≃
⊗k(⊗kFi)i∈J si et seulement si (Fi/k)i∈J sont k-line´airement disjointes. De
plus, les proprie´te´s de la line´arite´ disjointe du cas fini se prolonge naturellement
a` une famille quelconques d’extensions k-line´airement disjointes. En particulier,
pour tout i ∈ J , soit Li un sous-corps de Fi, si (Fi/k)i∈J sont k-line´airement dis-
jointes, compte tenu de la transitivite´ de la line´arite´ disjointe, (Li/k)i∈J (resp.
((
∏
n∈J
Ln)Fi/k)i∈J) sont k-line´airement (resp.
∏
n∈J
Ln-line´airement) disjointes.
Conside´rons maintenant deux sous-extensions K1/k et K2/k d’exposant fini
d’une meˆme extension purement inse´parable K/k. On ve´rifie aussitoˆt que si B1
et B2 sont deux r-bases respectivement de K1/k et K2/k, alors B1 et B1 ∪ B2
sont deux r-ge´ne´rateurs respectivement de K1(K2)/K2 et K1(K2)/k. En outre,
di(K1(K2)/K2) ≤ di(K1/k) et di(K1(K2)/k) ≤ di(K1/k) + di(K2/k). D’une
fac¸on plus pre´cise, on a :
Proposition 3.5 Sous les conditions ci-dessus, et si de plus K1/k et K2/k sont
k-line´airement disjointes, on a :
(i) B1 ∪B2 est une r-base de K1(K2)/k.
(ii) B1 est une r-base de K1(K2)/K2.
Preuve. Ici, on se contente de pre´senter uniquement la preuve du premier item,
puisque les deux assertions utilisent les meˆmes techniques de raisonnement. Il
est clair que K1(K2) = k(B1 ∪ B2), il suffit donc de montrer que B1 ∪ B2
est minimal. Pour cela, on suppose par exemple l’existence d’un e´le´ment x
dans B1 tel que x ∈ k((B1 \ {x}) ∪ B2) = K. Comme K1/k et K2/k sont k-
line´airement disjointes, par transitivite´, on a k(B1) = K1 et K2(B1 \ {x}) = K
sont k(B1 \ {x})-line´airement disjoints, et donc K1 = K ∩ K1 = k(B1 \ {x}),
c’est une contradiction avec le fait que B1 est une r-base de K1/k. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a
Corollaire 3.6 Soient K1 et K2 deux corps interme´diaires d’une meˆme exten-
sion purement inse´parable Ω/k. Alors :
(i) di(K1(K2)/k) ≤ di(K1/k) + di(K2/k), et il y’a e´galite´ si K1 et K2 sont
k-line´airement disjoints.
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(ii) di(K1(K2)/K2) ≤ di(K1/k), et il y’a e´galite´ si K1 et K2 sont k-line´aire-
ment disjoints.
Preuve. Il suffit de remarquer que K1(K2) =
⋃
j∈N
(kp
−j
∩K1)(k
p−j ∩ K2) =
⋃
j∈N
K2(k
p−j ∩K1), et si K1 et K2 sont k-line´airement disjoints, d’apre`s la tran-
sitivite´ de la line´arite´ disjoint, kp
−j
∩K1 et kp
−j
∩K2 sont aussi k-line´airement
disjoints pour tout j ≥ 1. On se rame`ne ainsi au cas ou` K1/k et K2/k sont
d’exposant fini auquel cas le re´sultat de´coule imme´diatement de la proposition
pre´ce´dente. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
Corollaire 3.7 Pour toute sous-extension L/k d’une extension purement inse´-
parable K/k, on a di(L(Kp) /k(Kp)) ≤ di(L/k(Lp)), et il y’a e´galite´ si k(Kp)
et L sont k(Lp)-line´airement disjointes.
Preuve. Due au corollaire 3.6. ⊓⊔
Le re´sultat suivant ame´liore naturelement les conditions du the´ore`me 3.1
The´ore`me 3.8 Pour toute famille d’extensions purement inse´parables k ⊆ L ⊆
L′ ⊆ K, on a di(L/L′) ≤ di(K/k).
Preuve. Il est clair que K =
⋃
j∈N
L(kj), et d’apre`s la proposition 3.3, et le
the´ore`me 3.1, on a di(L′/L) ≤ di(K/L) = sup
j∈N
(di(L(kj)/k)) ≤ sup
j∈N
(di(kj/k)) =
di(K/k). ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
Corollaire 3.9 Pour toute extension purement inse´parable K/k, on a di(K) ≤
di(k).
Preuve. Il suffit de remarque que K ⊆ kp
−∞
, et di(K) = di(K/Kp) ≤
di(kp
−∞
/kp) = di(k). ⊓⊔
3.1 Extensions relativement parfaites
Au cours de cette section, on reprend, en les ame´liorant, quelques notions et
re´sultats de [9], puisqu’ils sont utilise´s fre´quemment ici.
Un corps k de caracte´ristique p est dit parfait si kp = k ; dans le meˆme ordre
d’ide´es, on dit que K/k est relativement parfaite si k(Kp) = K. On ve´rifie
aise´ment que :
• La relation ”eˆtre relativement parfaite” est transitive, c’est-a`-dire si K/L
et L/k sont relativement parfaites, alors K/k l’est aussi.
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• Si K/k est relativement parfaite, il en est de meˆme de L(K)/k(L).
• La proprie´te´ ”eˆtre relativement parfaite” est stable par un produit quel-
conque portant sur k. Autrement dit, pour toute famille (Ki/k)i∈I d’ext-
ensions relativement parfaites, on a alors
∏
i
Ki/k est aussi relativement
parfaite.
Par suite, il existe une plus grande sous-extension relativement parfaite de
K/k appele´e cloˆture relativement parfaite de K/k, et se note rp(K/k). On a
les relations d’associativite´-transitivite´ suivantes.
Proposition 3.10 Soit L un corps interme´diaire de K/k. Alors
rp(rp(K/L)/k) = rp(K/k) et rp(K/rp(L/k)) = rp(K/k).
Preuve. Cf. [9], p. 50, proposition 5.2. ⊓⊔
Corollaire 3.11 Pour tout L ∈ [k,K], on a K/L finie =⇒ rp(K/k) ⊂ L.
En particulier, siK/k est relativement parfaite, on aK/L finie =⇒ L = K.
Sche´matiquement on a un trou
k −→ K;
↑
trou
et ce trou caracte´rise le fait que K/k est relativement parfaite. En effet, sup-
posons que K/k ve´rifie le trou et soit B une r-base de K/k. Supposons B 6= ∅;
soit x ∈ B et L = k(Kp)(B \ {x}); on a K/L finie, donc K = L ce qui est
absurde.
Proposition 3.12 Soit K/k une extension purement inse´parable telle que [K :
k(Kp)] est fini. Alors on a :
(i) K est relativement parfaite sur une extension finie de k.
(ii) La suite de´croissante (k(Kp
n
))n∈N est stationnaire sur k(K
pn0 ) = rp(K/
k).
Preuve. Cf. [9], p. 51, lemme 2.1. ⊓⊔
Comme conse´quence de la proposition pre´ce´dente, on a :
Proposition 3.13 Soit K/k une extension purement inse´parable telle que [K :
k(Kp)] est fini. Pour tout L ∈ [k,K], on a rp(K/L) = L(rp(K/k)).
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Preuve. Cf. [9], p. 51, proposition 6.2. ⊓⊔
En utilisant le lemme 1.16 qui se trouve dans ([16], p. 10), on peut affirmer
que la condition de finitude de [K : k(Kp] est ne´ce´ssaire, et par suite, le re´sultat
pre´ce´dent peut tomber en de´faut si K/k(Kp) n’est pas finie. Par ailleurs, on
ve´rifie aussitoˆt que k(Kp) = rp(K/k)(Kp), et donc pour qu’une partie G de K
soit r-base de K/k il faut et il suffit qu’elle en soit de meˆme de K/rp(K/k).
De plus, comme 2-ie`me conse´quence de la proposition 3.12, le re´sultat suivant
exprime une condition ne´cessaire et suffisant pour que K/rp(K/k) soit finie.
Plus pre´cise´ment, on a :
Proposition 3.14 Soit K/k une extension purement inse´parable, alors K/rp(
K/ k) est finie si est seulement il en est de meˆme de K/k(Kp).
Preuve. Re´sulte de la proposition 3.12. ⊓⊔
4 Extensions q-finies
De´finition 4.1 Toute extension de degre´ d’irrationalite´ fini s’appelle extension
q-finie.
En d’autres sens, la q-finitude est synonyme de la finitude horizontale. Toute-
fois, la finitude se traduit par la finitude horizontale et verticale, il s’agit de la
finitude au point de vue taille et hauteur. Autrement dit, K/k est finie si et
seulement si K/k est q-finie d’exposant borne´. Par ailleurs, on ve´rifie que le
degre´ d’irrationalite´ d’une extension K/k vaut 1 si est seulement si l’ensemble
de corps interme´diaires de K/k est totalement ordonne´. Ensuite, on appelle
extension q-simple toute extension qui satisfait l’affirmation pre´ce´dente.
Remarque 4.1 On rappelle que lorsque di(k) est fini, et apre`s avoir montre´
dans [6] que K/k(Kp) est finie et di(K) ≤ di(k), le degre´ d’irrationalite´ d’une
extension purement inse´parable K/k a e´te´ de´fini par l’entier di(K/k) = di(k)−
di(K)+di(K/k(Kp)). En outre, toute extension est q-finie si di(k) est fini. Avec
quelques modifications le´ge`res, on peut toujours prolonger cette de´finition au cas
ou` di(k) est non borne´. Commenc¸ons par le choix d’une extension K/k rela-
tivement parfaite et q-finie. Etant donne´e une p-base B de k, donc k = kp(B),
et par suite k(Kp) = Kp(B). Comme K/k est relativement parfaite, alors K =
k(Kp) = Kp(B). D’apre`s le the´ore`me 2.7, il existe B1 ⊆ B telle que B1 est une
p-base de K. Ainsi, on aura kp
−∞
= k(Bp
−∞
) = k(B1
p−∞)⊗kk((B\B1)p
−∞
) ≃
Kp
−∞
≃ K ⊗k k(B1
p−∞). En particulier, d’apre`s le corollaire 3.6, di(K/k) =
di(K⊗kk(B1
p−∞)/k(B1
p−∞)) = di(kp
−∞
/k(B1
p−∞)) = di(k((B\B1)p
−∞
)/k) =
|B \ B1|. Si on interpre`te (par abus de langage) |B \ B1| comme diffe´rence de
degre´ d’imperfection de k et K en e´crivant |B \ B1| = di(k) − di(K), on ob-
tiendra di(K/k) = di(k) − di(K). Dans le cas ge´ne´ral, supposons que K/k est
q-finie quelconque, donc K/rp(K/k) est finie, d’ou` di(K) = di(rp(K/k)); et par
suite di(K/k) = di(rp(K/k)/k)+ di(K/k(Kp)) = di(k)− di(K)+ di(K/k(Kp))
(cf. proposition 4.4 ci-dessous).
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Il est a` signaler en tenant compte de cette conside´ration que tous les re´sultats
des articles [5], [6], [7] se ge´ne´ralisent naturellement par translation a` une ex-
tension q-finie quelconque.
Soient L/k une sous-extension d’une extension q-finieK/k, pour tout n ∈ N,
on note toujours kn = k
p−n ∩K. On ve´rifie aussitoˆt que :
(i) La q-finitude est transitive, en particulier, pour tout n ∈ N, K/k(Kp
n
) et
kn/k sont finies.
(ii) Il existe n0 ∈ N, pour tout n ≥ n0, di(kn/k) = di(K/k).
Par ailleurs, voici quelques applications imme´diates des propositions 3.12 et
3.14.
Proposition 4.1 Soit K/k une extension q-finie. La suite (k(Kp
n
))n∈N s’arr-
eˆte sur rp(K/k) a` partir d’un n0. En particulier, K/rp(K/k) est finie.
Comme conse´quence, on a :
Corollaire 4.2 La cloˆture relativement parfaite d’une extension q-finie K/k
n’est pas triviale. Plus pre´cise´ment, rp(K/k)/k est d’exposant non borne´ si
K/k l’est.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
Proposition 4.3 Pour toute extension q-finie K/k, il existe n ∈ N tel que
K/kn est relativement parfaite. En outre, kn(rp(K/k)) = K.
Proposition 4.4 Le degre´ d’irrationalite´ d’une extension q-finie K/k ve´rifie
l’e´galite´ suivante : di(K/k) = di(rp(K/k)/k)+ di(K/k(Kp)) = di(K/rp(K/k))
+di(rp(K/k)/k).
Preuve. Soient G une r-base de K/k et Kr = rp(K/k), donc k(G)/k ad-
met un exposant finie note´ m et, K = Kr(G). En paticulier, pour tout n ≥ m,
k(G) ⊆ kn. Compte tenu de la r-inde´pendance de G sur k(Kp) et vu que k(kn
p)
est un sous-ensemble de k(Kp), on en de´duit que G est r-libre sur k(kn
p) pour
tout n ≥ m. Comple´tons G en une r-base de kn/k par une partie Gn de kn.
Dans ces conditions, pour n suffisamment grand, on aura |G|+|Gn| = sup
j≥m
(|G|+
|Gj |) = di(K/k) = di(Kr(G)/k) ≤ di(Kr/k) + di(k(G)/k) = di(Kr/k) + |G|, et
donc |Gn| ≤ di(Kr/k). Toutefois, comme
⋃
n≥m
k(kn
pm) =
⋃
n≥m
k(Gn
pm , Gp
m
) =
⋃
n≥m
k(Gn
pm) = k(Kp
m
) = Kr(K
pm), d’apre`s le the´ore`me 3.1, pour n suffisam-
ment grand, on aura e´galement di(Kr/k) ≤ di(Kr(K
pm)/k) = di(k(kn
pm)/k) ≤
|Gn
pm | = |Gn|. D’ou`, |Gn| = di(Kr/k) pour n assez grand, et par suite
di(K/k) = di(Kr/k) + di(K/k(K
p)). ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
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Corollaire 4.5 Pour qu’une extension q-finie K/k soit finie il faut et il suffit
que di(K/k) = di(K/k(Kp)).
The´ore`me 4.6 Pour toutes extensions q-finies k ⊆ L ⊆ K, on a di(K/k) ≤
di(K/L) + di(L/k), avec l’e´galite´ si et seulement si L/k(Lp) et k(Kp)/k(Lp)
sont k(Lp)-line´airement disjointes.
Preuve. Comme K =
⋃
n∈N
Lp
−n
∩K et K/k est q-finie, d’apre`s le the´ore`me
3.1, pour n assez grand, on a di(K/k) = di(Lp
−n
∩K/k) ; donc on est amene´ au
cas ou` K/L est finie, ou encore rp(K/k) = rp(L/k). Dans la suite, on posera
Lr = Kr = rp(K/k). D’apre`s la proposition 4.4 ci-dessus, on aura di(K/k) =
di(Kr/k) + di(K/k(K
p)) = di(Lr/k) + di(K/L(K
p)) + di(L(Kp)/k(Kp)) =
di(Lr/k)+di(K/L)+di(L(K
p)/k(Kp)). Compte tenu du corollaire 3.7, di(L(Kp
) /k(Kp)) ≤ di(L/k(Lp)), donc di(K/k) ≤ di(Lr/k)+di(K/L)+di(L/k(Lp)) =
di(L/k)+di(K/L), et il y’a e´galite´ si et seulement si di(L/k(Lp)) = di(L(Kp)/k(
Kp)), ou encore [L : k(Lp)] = [L(Kp) : k(Kp)], c’est-a`-dire L/k(Lp) et k(Kp)/k(
Lp) sont k(Lp)-line´airement disjointes. ⊓⊔
Remarque 4.2 La condition de la line´arite´ disjointe qui figure dans la propo-
sition ci-dessus se traduit en terme de r-inde´pendance par toute r-base de L/k
se comple`te en une r-base de K/k.
Comme application imme´diate, on a :
Corollaire 4.7 Toute sous-extension relativement parfaite L/k d’une extension
q-finies K/k ve´rifie di(K/k) = di(K/L) + di(L/k).
D’une fac¸on assez ge´ne´rale, on a :
Proposition 4.8 Pour toute suite de sous-extensions relativement parfaites
k = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kn d’une extension q-finie K/k, on a di(K/k) =
n−1∑
i=0
di(Kn+1/Kn) + di(K/Kn).
Preuve. Re´sulte imme´diatement du corollaire pre´ce´dent. ⊓⊔
Dans la suite on va e´tudier de plus pre`s les proprie´te´s des exposants d’une
extension q-finie.
4.1 Exposants d’une extension q-finie
Dans cette section nous distinguons deux cas :
Cas ou` K/k est purement inse´parable finie. Soit x ∈ K, posons
o(x/k) = inf{ m ∈ N| xp
m
∈ k} et o1(K/k) = inf{m ∈ N| Kp
m
⊂ k}. Une r-
base B = {a1, a2, . . . , an} de K/k est dite canoniquement ordonne´e si pour j =
1, 2, . . . , n, on a o(aj/k(a1, a2, . . . , aj−1)) = o1(K/k(a1, a2, . . . , aj−1)). Ainsi,
l’entier o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) de´fini ci-dessus ve´rifie o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) =
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inf{m ∈ N| di(k(Kp
m
)/k) ≤ j − 1} (cf. [6], p. 138, lemme 1.3). On en de´duit
aussitoˆt le re´sultat de ([17], p. 90, satz 14) qui confirme l’inde´pendance des en-
tiers o(ai/k(a1, . . . , ai−1)), (1 ≤ i ≤ n), vis-a`-vis au choix des r-bases canonique-
ment ordonne´es {a1, . . . , an} de K/k. Par suite, on pose oi(K/k) = o(ai/k(a1,
. . . , ai−1)) si 1 ≤ i ≤ n, et oi(K/k) = 0 si i > n, ou` {a1, . . . , an} est une r-base
canoniquement ordonne´e de K/k. L’invariant oi(K/k) ci-dessus s’appelle le i-
e`me exposant de K/k. Voici les principales relations dont on aura besoin, et
qui font intervenir les exposants.
Proposition 4.9 Soient K et L deux corps interme´diaires d’une extension
Ω/k, avec K/k purement inse´parable finie. Alors pour tout entier j, on a
oj(K(L) /k(L)) ≤ oj(K/k).
Preuve. Cf. [4], p. 373, proposition 5. ⊓⊔
Proposition 4.10 Soit K/k une extension purement inse´parable finie. Pour
toute sous-extension L/L′ de K/k, et pour tout j ∈ N, on a oj(L/L′) ≤
oj(K/k).
Preuve. cf. [4], p. 374, proposition 6. ⊓⊔
Proposition 4.11 Soient {α1, . . . , αn} une r-base canoniquement ordonne´e de
K/k, et mj le j-ie`me exposant de K/k, 1 ≤ j ≤ n. On a :
(1) k(Kp
mj
) = k(αp
mj
1 , . . . , α
pmj
j−1 ).
(2) Soit Λj = {(i1, . . . , ij−1) tel que 0 ≤ i1 < pm1−mj , . . . , 0 ≤ ij−1 <
pmj−1−mj}, alors {(α1, . . . , αj−1)
pmj ξ tel que ξ ∈ Λj} est une base de
k(Kp
mj
) sur k.
(3) Soient n ∈ N et j le plus grand entier tel quemj > n. Alors {α
pn
1 , . . . , α
pn
j }
est une r-base canoniquement ordonne´e de k(Kp
n
)/k, et sa liste des ex-
posants est (m1 − n, . . . ,mj − n).
Preuve. cf. [6], p. 140, proposition 5.3. ⊓⊔
Proposition 4.12 Soient K1/k et K2/k deux sous-extensions purement inse´p-
arables de K/k. K1 et K2 sont k-line´airement disjointes si et seulement si
oj(K1(K2)/K2) = oj(K1/k) pour tout j ∈ N.
Preuve. cf. [4], p. 374, proposition 7. ⊓⊔
Proposition 4.13 (Algorithme de la comple´tion des r-bases) Soient K/k une
extension purement inse´parable finie, G un r-ge´ne´rateur de K/k, et {α1, . . . , αs}
un syste`me de K tel que pour tout j ∈ {1, . . . , s}, o(αj , k(α1, . . . , αj−1)) =
oj(K/k). Pour toute suite αs+1, αs+2, . . . , d’e´le´ments de G ve´rifiant o(αm, k(α1,
. . . , αm−1)) = sup
a∈G
(o(a, k(α1, . . . , αm−1))), la suite (αi)i∈N∗ s’arreˆte sur un plus
grand entier n tel que o(αn, k(α1, . . . , αn−1)) > 0. En particulier, {α1, . . . , αn}
est une r-base canoniquement ordonne´e de K/k.
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Preuve. Cf. [6], p. 139, proposition 1.3. ⊓⊔
Cas ou` K/k est q-finie d’exposant non borne´. Soit K/k une exten-
sion q-finie. Rappelons que pour tout n ∈ N∗, kn de´signe toujours kp
−n
∩K.
En vertu de la proposition 4.10, pour tout j ∈ N∗, la suite des entiers na-
turels (oj(kn/k))n≥1 est croissante, et donc (oj(kn/k))n≥1 converge vers +∞, ou
(oj(kn/k))n≥1 est stationnaire a` partir d’un certain rang. Lorsque (oj(kn/k))n≥1
est borne´e, par construction, pour tout t ≥ j, (ot(kn/k))n≥1 est aussi borne´e
(et donc stationnaire).
De´finition 4.2 Soient K/k une extension q-finie et j un entier naturel non nul.
On appelle le j-ie`me exposant de K/k l’invariant oj(K/k) = lim
n→+∞
(oj(kn/k)).
Lemme 4.14 Soit K/k une extension q-finie, alors os(K/k) est fini si et seul-
ement s’il existe un entier naturel n tel que di(k(Kp
n
)/k) < s, et on a os(K/k) =
inf{m ∈ N | di(k(Kp
m
)/k) < s}. En particulier, os(K/k) est infini si et seule-
ment si pour tout m ∈ N, di(k(Kp
m
)/k) ≥ s.
Preuve. Pour simplifier l’e´criture, on note et = ot(K/k) si ot(K/k) est fini.
Compte tenu du [6], p. 138, lemme 1.3, on ve´rifie aussitoˆt que os(K/k) est
infini si et seulement si pour tout m ∈ N, di(k(Kp
m
)/k) ≥ s, donc on se
rame`ne au cas ou` os(K/k) est fini. Par suite, il existe un entier n0, pour tout
n ≥ n0, es = os(kn/k). D’apre`s [6] p. 138, lemme 1.3, di(k(kn
pes )/k) < s
et di(k(kn
pes−1)/k) ≥ s. En vertu du the´ore`me 3.1, di(k(Kp
es
)/k) < s et
di(k(Kp
es−1
)/k) ≥ s. Autrement dit, os(K/k) = inf{m ∈ N | di(k(K
pm)/k) <
s}. ⊓⊔
Le re´sultat ci-dessous permet de ramener l’e´tude des proprie´te´s des exposants
des extensions q-finies aux extensions finies par le biais des cloˆtures relativement
parfaites.
The´ore`me 4.15 Soit Kr/k la cloˆture relativement parfaite de degre´ d’irratio-
nalite´ s d’une extension q-finie K/k, alors on a :
(i) Pour tout t ≤ s, ot(K/k) = +∞.
(ii) Pour tout t > s, ot(K/k) = ot−s(K/Kr).
En outre, ot(K/k) est fini si et seulement si t > s.
Preuve. Pour tout t ∈ N∗, notons et = ot(K/Kr). Comme pour tout
entier e, on a k(Kp
e
) = Kr(K
pe) =
⋃
n∈N
k(kn
pe), donc s = di(Kr/k) ≤
di(k(Kp
e
)/k) = di(k(kn
pe)/k) pour n suffisament grand. D’apre`s le lemme
4.14, on aura d’une part ot(K/k) = +∞ pour tout t ≤ s, et d’autrs part pour
tout n > s, di(Kr(K
pen−s )/k) = di(Kr/k)+di(Kr(K
pen−s )/Kr) < s+n−s = n
et di(Kr(K
pen−s−1)/k) = di(Kr/k) + di(Kr(K
pen−s−1)/Kr) ≥ n. Notamment,
Extensions absolument lq-finies 18
pour tout n > s, on(K/k) = on−s(K/Kr). Toutefois, on(K/k) est fini si et
seulement si n ≤ s. ⊓⊔
Voici une liste de conse´quences imme´diates :
Proposition 4.16 Soient K et L deux corps interme´diaires d’une extension
q-finie M/k. Pour tout j ∈ N∗, on a oj(L(K)/L) ≤ oj(K/k).
Preuve. Due au lemme 4.14, et a` l’ine´galite´ suivante re´sultant du corllaire
3.6: di(L(Lp
n
,Kp
n
)/L) = di(L(Kp
n
)/L) ≤ di(k(Kp
n
)/k) pour tout n ∈ N. ⊓⊔
Proposition 4.17 Etant donne´es des extensions q-finies k ⊆ L ⊆ K. Pour
tout j ∈ N∗, on a oj(L/k) ≤ oj(K/k).
Preuve. Application imme´diate du lemme 4.14, et de l’ine´galite´ suivante
re´sultant du the´ore`me 3.1 : di(k(Lp
n
)/k) ≤ di(k(Kp
n
)/k) pour tout n ∈ N.
Par ailleurs la taille d’une extension relativement parfaite reste invariant, a`
une extension finie pre`s comme l’indique le re´sultat suivant.
Proposition 4.18 Etant donne´e une sous-extension relativement parfaite K/k
d’une extension q-finie M/k. Pour toute sous-extension finie L/k de M/k, on
a di(L(K)/L) = di(K/k).
Preuve. En vertu du corollaire 3.6, il suffit de montrer que di(L(K)/L) ≥
di(K/k). Pour cela, on pose d’abord e = o1(L/k) et t = di(K/k). D’apre`s le
the´ore`me 4.15, pour tout s ∈ {1, . . . , t}, os(K/k) = +∞, donc pour n assez
grand, on aura ot(kn/k) > e + 1, en outre L ⊆ kn et di(kn/k) = di(K/k).
Soit {α1, . . . , αt} une r-base canoniquement ordonne´e de kn/k, s’il existe s ∈
{1, . . . , t} tel que αs ∈ L(kn
p)(α1, . . . , αs−1), d’apre`s la proposition 4.10, on aura
e < ot(kn/k) ≤ os(kn/k) = o(αs, k(α1, . . . , αs−1)) ≤ o1(L(kn
p)(α1, . . . , αs−1)/
k(α1, . . . , αs−1)) ≤ sup(o1(L/k), os(kn/k)−1) = os(kn/k)−1, et donc os(kn/k)
≤ os(kn/k) − 1, contradiction. D’ou`, {α1, . . . , αt} est une r-base de L(kn)/L,
et par suite, t = di(K/k) = di(L(kn)/L) ≤ di(L(K)/L). ⊓⊔
5 Extensions modulaires
On rappelle qu’une extension K/k est dite modulaire si et seulement si pour
tout n ∈ N, Kp
n
et k sont Kp
n
∩ k-line´airement disjointes. Cette notion a e´te´
de´finie pour la premie`re fois par Swedleer dans [18], elle caracte´rise les extensions
purement inse´parables, qui sont produit tensoriel sur k d’extensions simples sur
k. Par ailleurs, toute r-base B de K/k telle que K ≃ ⊗k(⊗kk(a))a∈B sera
appele´e r-base modulaire. En particulier, d’apre`s le the´ore`me de Swedleer, si
K/k est d’exposant borne´, il est e´quivalent de dire que :
(i) K/k admet une r-modulaire.
(ii) K/k est modulaire.
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Soient mj le j-ie`me exposant d’une extension purement inse´parable finie
K/k et {α1, . . . , αn} une r-base canoniquement ordonne´e de K/k, donc d’apre`s
la proposition 4.11, pour tout j ∈ {2, . . . , n}, il existe des constantes uniques
Cε ∈ k telles que αjp
mj
=
∑
ε∈Λj
Cε(α1, . . . , αj−1)
pmj ε
, ou` Λj = {(i1, . . . , ij−1) tel
que 0 ≤ i1 < pm1−mj , . . . , 0 ≤ ij−1 < pmj−1−mj}. Ces relations s’appellent les
e´quations de de´finition de K/k.
Le crite`re ci-dessous permet de tester la modularite´ d’une extension.
The´ore`me 5.1 [Crite`re de modularite´] Sous les notations ci-dessus, les
proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(1) K/k est modulaire.
(2) Pour toute r-base canoniquement ordonne´e {α1, . . . , αn} de K/k, les Cε ∈
k ∩Kp
mj
pour tout j ∈ {2, . . . , n}.
(3) Il existe une r-base canoniquement ordonne´e {α1, . . . , αn} de K/k telle
que les Cε ∈ k ∩Kp
mj
pour tout j ∈ {2, . . . , n}.
Preuve. cf. [6], p. 142, proposition 1.4. ⊓⊔
Exemple 5.2 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, k = Q(X,Y, Z)
le corps des fractions rationnelles aux inde´termine´es X,Y, Z, et K = k(α1, α2)
avec α1 = X
p−2 et α2 = X
p−2Y p
−1
+ Zp
−1
. On ve´rifie aussitoˆt que
• o1(K/k) = 2 et o2(K/k) = 1,
• αp2 = Y α
p
1 + Z.
Si K/k est modulaire, d’apre`s le crite`re du modularite´, on aura Y ∈ k ∩Kp
et Z ∈ k ∩Kp, et donc Y p
−1
et Zp
−1
∈ K. D’ou` k(Xp
−2
, Y p
−1
, Zp
−1
) ⊂ K, et
par suite, di(k(Xp
−2
, Y p
−1
, Zp
−1
)/k) = 3 < di(K/k) = 2, contradiction.
Le re´sultat suivant est conse´quence imme´diate de la modularite´.
Proposition 5.3 Soient m,n ∈ Z avec n ≥ m. Si K/k est modulaire, alors
Kp
m
/kp
n
est modulaire.
La condition n ≥ m assure kp
n
⊂ Kp
m
.
Proposition 5.4 Soit K/k une extension purement inse´parable finie (respec-
tivement, et modulaire), et soit L/k une sous-extension de K/k (respective-
ment, et modulaire) avec di(L/k) = s. Si Kp ⊆ L, il existe une r-base canon-
iquement ordonne´e (respectivement, et modulaire) (α1, α2, . . . , αn) de K/k, et
e1, e2, . . . , es ∈ {1, p} tels que (α1e1 , α2e2 , . . . , αses) soit une r-base canonique-
ment ordonne´e (respectivement, et modulaire) de L/k. De plus, pour tout
j ∈ {1, . . . , s}, on a oj(K/k) = oj(L/k), auquel cas ej = 1, ou oj(K/k) =
oj(L/k) + 1, auquel cas ej = p.
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Preuve. Cf. [6], p. 146, proposition 8.4. ⊓⊔
Le the´ore`me suivant de Waterhouse joue un roˆle important dans l’e´tude des
extensions modulaires (cf. [19] The´ore`me 1.1).
The´ore`me 5.5 Soient (Kj)j∈I une famille quelconque de sous-corps d’un corps
Ω, et K un autre sous-corps de Ω. Si pour tout j ∈ I, K et Kj sont K ∩Kj-
line´airement disjoints, alors K et
⋂
j
Kj sont K∩ (
⋂
j
Kj)-line´airement disjoint.
Comme conse´quence, la modularite´ est stable par une intersection quel-
conque portant soit au dessus ou en dessous d’un corps commutatif. Plus
pre´cise´ment, on a :
Corollaire 5.6 Sous les meˆmes hypothe`ses du the´ore`me ci-dessus, on a :
(i) Si pour tout j ∈ I, Kj/k est modulaire, il en est de meˆme de
⋂
j
Kj/k.
(ii) Si pour tout j ∈ I, K/Kj est modulaire, il en est de meˆme de K/
⋂
j
Kj.
D’apre`s le the´ore`me de Waterhouse, il existe une plus petite sous-extension
m/k de K/k (respectivement une plus petite extension M/K) telle que K/m
(respectivement M/k) est modulaire. De´sormais, on note m = mod(K/k) et
M = clm(K/k). Toutefois, l’extension clm(K/k) sera appele´e cloˆture modulaire
de K/k.
Comme application imme´diate de la proposition 3.4, on a
Proposition 5.7 Etant donne´es une r-base modulaire B d’une extension mod-
ulaire K/k et une famille (ea)a∈B d’entiers tels que 0 ≤ ea ≤ o(a, k). Soit
L = k((ap
ea
)a∈B), alors L/k et K/L sont modulaires, et (B\L), ((ap
ea
)a∈B \L)
sont deux r-bases modulaires respectivement de K/L et L/k. En outre, pour tout
a ∈ B, o(a, L) = ea.
Preuve. On se rame`ne au cas fini auquel le re´sultat de´coule de la transitivite´
de la line´arite´ disjointe. En outre, pour toute partie {a1, . . . , an} d’e´le´ment de
B, [L(a1, . . . , an) : L] =
n∏
i=1
peai . ⊓⊔
Dans la suite, pour tout a ∈ B, on pose na = o(a, k). Conside´rons main-
tenant les sous-ensembles B1 et B2 de B de´finis par B1 = {a ∈ B |na > j},
B2 = B \B1 = {a ∈ B |na ≤ j}, (j e´tant un entier ne de´passant pas o(K/k)).
Comme Application de la proposition pre´ce´dente, on a :
The´ore`me 5.8 Sous les conditions pre´cise´es ci-dessus, pour tout entier j <
o(K/k), on a kj = k((a
na−j)a∈B1 , B2).
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Preuve. Comme K/k est re´union inductive d’extentions modulaires en-
gendre´es par des parties finies de B, et compte tenu de la distributivite´ de
l’intersection par rapport a` la re´union, on peut supposer sans perdre de ge´ne´ralite´
queK/k est finie d’exposant note´ e. Soient {α1, · · · , αn} une r-base modulaire et
canoniquement ordonne´e de K/k, et mj le j-ie`me exposant de K/k. De´signons
par s le plus grand entier tel quems > j, et L = k(α
pm1−j
1 , . . . , α
pms−j
s , αs+1, . . . ,
αn). On ve´rifie aussitoˆt que :
(i) L ⊆ kj ,
(ii) K ≃ k(α1)⊗k . . .⊗k k(αn) ≃ L(α1)⊗L . . .⊗L L(αs).
Ainsi, pour tout x ∈ K, il existe des constantes uniques Cε ∈ L telles que
x =
∑
ε∈Λ
Cε(α1, . . . , αs)
ε
, ou` Λ = {(i1, . . . , is) tel que 0 ≤ i1 < pm1−j , . . . , 0 ≤
is < p
ms−j}, et donc xp
j
=
∑
ε∈Λ
Cε
pj (α1
pj , . . . , αs
pj )
ε
. Compte tenu de la
proposition 4.11, xp
j
∈ k (c’est-a`-dire x ∈ kj) si et seulement si xp
j
= C(0,...,0)
pj ,
ou encore x = C(0,...,0). Par suite x ∈ kj si et seulement si x ∈ L, autrement dit
kj = L. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, dans le cas de modulaire le re´sultat suivant
exprime une proprie´te´ de stabilite´ de la taille d’un certains corps interme´diaires.
Plus pre´cise´ment,
Corollaire 5.9 Pour toute extension modulaire K/k, pour tout n ∈ N, on a
di(kn/k) = di(k1/k). En particulier, di(K/k) = di(k1/k).
Le re´sultat suivant est bien connu (cf. [14]).
Proposition 5.10 Soit K/k une extension purement inse´parable et modulaire ;
soit pour tout n ∈ N, Kn = k(Kp
n
). Alors kn/k, K/kn, Kn/k et K/Kn sont
modulaires.
Proposition 5.11 Soient K1 et K2 deux sous-extensions de K/k telles que
K ≃ K1 ⊗K2. Si pour tout i ∈ {1, 2}, Ki/k est modulaire, il en est de meˆme
de K/k.
Preuve. Cf. [9], p. 55, lemme 3.4. ⊓⊔
Le re´sultat suivant e´tend trivialement les hypothe`ses de la proposition 3.3,
[16], p. 94, ainsi que le the´ore`me 3.2, [10], p. 289. Il utilise plus particulie`rement
les proprie´te´s du syste`me canoniquement ge´ne´rateur (pour plus d’information
cf. [16], de´finition 1.32, p. 29).
Proposition 5.12 Soient K1 et K2 deux sous-extensions de K/k telles que
K ≃ K1 ⊗K2. Si K/K1 est modulaire, et K2/k est d’exposant borne´, il existe
une partie B de K telle que K ≃ K1 ⊗k (⊗k(k(α)α∈B).
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Preuve. D’abord, comme K ≃ K1 ⊗k K2, alors pour tout i ∈ N, pour toute
r-base C de k(K2
pi)/k, C est aussi une r-base de K1(K2
pi)/K1. Choisissons
ensuite une r-base B de K2/k, comme K2/k est d’exposant fini, alors B est
un r-ge´ne´rateur minimal de K2/k. Soit B1, . . . , Bn une partition de B ve´rifiant
B1 = {x ∈ B| o(x, k) = o1(K2/k) = e1} et, pour tout 1 < i ≤ n, Bi = {x ∈
B| o(x, k(B1, . . . , Bi−1)) = o1(K2/k(B1, . . . , Bi−1)) = ei}. Il est clair que e1 >
. . . > en, et en vertu de la line´arite´ disjointe, pour tout i ∈ {1 . . . , n}, pour tout
x ∈ Bi, on a e´galement o(x,K1(B1, . . . , Bi−1)) = o1(K/K1(B1, . . . , Bi−1))} =
ei. En particulier, pour tout i ∈ {2, . . . , n}, (
∏
α
(G)αp
ei
)G, ou` G est une partie
finie d’e´le´ments de B1 ∪ . . .∪Bi−1 et les α sont convenablement choisis, est une
base respectivement de k(K2
pei ) sur k etK1(K2
pei ) = K1(K
pei ) surK1. Notons
Mi cette base, et soit x ∈ Bi, il existe des cα ∈ k uniques tels que x =
∑
α
cαyα,
(yα ∈Mi), en outre les cα sont aussi uniques dans K1. D’autre part, en vertu de
la modularite´, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Kp
ei
et K1 sont K1∩Kp
ei
-line´airement
disjointes. Comme K1(K2
pei ) = K1(K
pei ) et Mi ⊆ Kp
ei
, alors Mi est aussi
une base de Kp
ei
sur K1 ∩ Kp
ei
. En tenant compte de l’unicite´ de l’e´criture
de x dans la base Mi, on en de´duit par identification que les cα ∈ k ∩ Kp
ei
,
et donc Bi
pei ⊆ k ∩ Kp
ei
(K1
pei (B1
pei , . . . , Bi−1
pei )) pour tout i ∈ {1 . . . , n}.
Par application du ([16], proposition 3.3, p. 94), il existe une sous-extension
modulaire J/k d’exposant finie de K/k telle que K ≃ K1⊗kJ . Ainsi, le re´sultat
de´coule imme´diatement du the´ore`me de Swedleer. ⊓⊔
Dans le cas fini, le re´sultat suivant ge´ne´ralise la proposion ci-dessus.
Proposition 5.13 Soient K1 et K2 deux corps interme´diaires ; k-line´airement
disjoints d’une extension purement inse´parable finie L/k avec di(L/K1) = di(K2
/k) = n. Soit s le plus petit entier tel que os(K2/k) = on(K2/k). Si L/K1
est modulaire, il existe une r-base {α1, . . . , αn} canoniquement ordonne´e de
K1(K2)/K1 ve´rifiant K1(K2) ≃ K1⊗ k(α1, . . . , αs)⊗k k(αs+1)⊗k . . .⊗k k(αn).
Preuve. Pour simplifier l’e´criture, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on note oj(K2/k)
= ej , et K = K1(K2) . Soit {α1, . . . , αn} une r-base canoniquement ordonne´e
de K2/k. Compte tenu de la proposition 4.12, {α1, . . . , αn} est aussi une r-base
canoniquement ordonne´e de K/K1, et pour tout j ∈ {1, . . . , n}, oj(K/K1) = ej .
D’apre`s la proposition 4.11, pour tout i ∈ {s, . . . , n}, il existe des constantes
uniques Ciε ∈ k telles que αi
pen =
∑
ε∈Λs−1
Ciε(α1 . . . αs−1)
pε (∗). En vertu de
la proposition 4.12, pour tout i ∈ {s . . . , n}, l’e´quation de de´finition de αi par
rapport a`K1(α1, . . . , αs−1) est aussi de´finie par la relation (∗) ci-dessus. Comme
L/K1 est modulaire, en se servant du crite`re de modularite´, pour tout (i, ε) ∈
{s, . . . , n} × Λs−1, on aura (Ciε)
p−en
∈ L. Posons ensuite, F = k((Ciε)
p−en
)
ou` (i, ε) parcourt l’ensemble {s, . . . , n} × Λs−1, et H = K1(F )(α1, . . . , αs−1).
Il est clair que o1(F/k) ≤ en, et K ⊆ H ⊆ L. De plus, d’apre`s le the´ore`me
3.1 et la proposition 4.10, n = di(K/K1) ≤ di(H/K1) ≤ di(L/K1) = n, et
pour tout i ∈ {s, . . . , n}, en = oi(K/K1) ≤ oi(H/K1) ≤ en. Il en re´sulte
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que di(H/K1) = n, et pour tout i ∈ {s, . . . , n}, en = oi(H/K1). Comme
es−1 > es = en, d’apre`s l’algorithme de la comple´tion des r-bases, il existe
des e´le´ments bs, . . . , bn ∈ F tels que {α1 . . . , αs−1, bs, . . . , bn} soit une r-base
canoniquement ordonne´e de H/K1. En particulier, on aura :
• Pour tout i ∈ {1, . . . , s−1}, ei = oi(H/K1) = oi(K1(α1, . . . , αs−1)/K1) =
oi(k(α1, . . . , αs−1)/k).
• Pour tout j ∈ {s, . . . , n}, en = oj(H/K1) = o(bj ,K1(α1 . . . , αs−1, bs, . . . ,
bj−1)) ≤ o(bj , k(bs, . . . , bj−1)/k) ≤ o1(F/k) ≤ en, et donc en = oj(H/K1)
= oj(k(bs, . . . , bn)/k).
D’ou`, H = K ≃ K1 ⊗ k(α1, . . . , αs−1)⊗k k(bs)⊗k . . .⊗k k(bn). ⊓⊔
6 Extensions e´quiexponentielles
Proposition 6.1 Soit K/k une extension purement inse´parable d’exposant e.
Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Il existe une r-base G de K/k ve´rifiant K ≃ ⊗k(k(a))a∈G, et pour tout
a ∈ G, o(a, k) = e.
(2) Toute r-base G de K/k satisfait K ≃ ⊗k(k(a))a∈G, et o1(K/k) = e.
(3) Il existe une r-base G de K/k telle que pour tout a ∈ G, o(a, k(G\{a})) =
o(a, k) = e.
(4) Pour toute r-base G de K/k, pour tout a ∈ G, o(a, k(G\{a})) = o(a, k) =
e.
Preuve. D’apre`s le the´ore`me de la r-base incomple`te, on se rame`ne au cas ou`
K/k est finie auquel cas [K : k] = pen, ou` e = o1(K/k) et n = di(K/k), et en
vertu de la proposition 4.12, le re´sultat est imme´diat. ⊓⊔
De´finition 6.1 Une extension qui ve´rifie l’une des conditions de la proposition
ci-dessus est dite e´quiexponentielle d’exposant e.
Il est clair que toute extension e´quiexponentielle est modulaire. De plus, on
ve´rifie aussitoˆt qu’il est e´quivalent de dire que :
(1) K/k est e´quiexponentielle d’exposant e.
(2) Il existe une r-base G de K/k, pour toute partie finie G1 de G, on a
k(G1)/k est e´quiexponentielle d’exposant e.
(3) Pour toute r-base G de K/k, pour toute partie finie G1 de G, on a k(G1)/k
est e´quiexponentielle d’exposant e.
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Proposition 6.2 Pour toute extension relativement parfaite et modulaire K/k,
pour tout entier n, kn/k est e´quiexponentielle d’exposant n.
Preuve. D’apre`s le the´ore`me 5.8, il suffit de montrer que k(kn
p) = kn−1.
Compte tenu de la modularite´ de K/k, Kp
n
et k sont k ∩ Kp
n
-line´airement
disjointes pour tout n ≥ 1, et en vertu de la transitivite´ de la line´arite´ dis-
jointe, kp
n−1
(Kp
n
) et k sont kp
n−1
(k ∩ Kp
n
)-line´airement disjointes. Or K/k
est relativement parfaite, donc kp
n−1
(Kp
n
) = Kp
n−1
, et par suite k ∩Kp
n−1
=
kp
n−1
(k ∩Kp
n
), ou encore k(kn
p) = kn−1. ⊓⊔
Le re´sultat suivant, rapporte plus de pre´cision a` la proposition 6.2 dans le
cas des extensions q-finies, notamment aux extensions finies.
Proposition 6.3 Soit K/k une extension purement inse´parable de degre´ d’irra-
tionalite´ t, relativement parfaite et modulaire (respectivement finie et e´quiexpo-
nentielle). Soient n et m deux entiers naturels tel que n < m (respectivement, n
< o1(K/k)). Les proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es:
(1) di(km/kn) = t.
(2) km/kn est e´quiexponentielle d’exposant m− n;
(3) kp
−(m−n)
n ∩K = km et k(k
pm−n
m ) = kn.
En particulier, pour tout n ∈ N, on a [kn, k] = pnt.
Preuve. cf. [6], p. 147, proposition 9.4. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
Corollaire 6.4 Si K/k est une extension e´quiexponentielle d’exposant e, alors:
(i) Pour tout i ∈ {1, . . . , e}, ki/k et K/ki sont e´quiexponentielles d’exposant
respectivement i et e− i.
(ii) Pour tout i ∈ {1, . . . , e}, k(Kp
i
)/k et K/k(Kp
i
) sont e´quiexponentielles
d’exposant respectivement e− i et i.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
Le the´ore`me ci-dessus reproduit dans un cadre plus e´tendu le corollaire 4.5
qui se trouve dans [10], p. 292, et pour plus d’information au sujet d’extraction
des r-bases modulaires, on se re´fe`re aux [10] et [13].
The´ore`me 6.5 Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions purement inse´parables telles
que K/k est e´quiexponentielle d’exposant e. Si K/L est modulaire, il existe
une r-base G de K/k telle que {ap
o(a,L)
| a ∈ G et o(a, L) < e} est une r-base
modulaire de L/k.
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Preuve. Comme K/L est modulaire d’exposant fini, il existe une r-base B1
de K/L telle que K ≃ ⊗L(⊗LL(a))a∈B1), (*). Pour des raisons d’e´criture,
pour tout a ∈ B1, on pose ea = o(a, L) et C = (ap
ea
)a∈B1 . Soit B2 une
partie de L telle que B2 est une r-base de L(K
p)/k(Kp). Compte tenu de la
transitivite´ de r-inde´pendance, B1 ∪ B2 est aussi une r-base de K/k. Dans
la suite, notons M = k(C,B2). Il est clair que M ⊆ L, de plus, comme
K/k est e´quiexponentielle, on aura K ≃ ⊗k(⊗kk(a))a∈B1∪B2 . En vertu de
la transitivite´ de la line´arite´ disjointe, K ≃ ⊗M (⊗MM(a))a∈B1 , (**). En par-
ticulier, d’apre`s les relations (*) et (**), pour toute famille finie {a1, · · · , an}
d’e´le´ments de B1, L(a1, . . . , an) ≃ L(a1) ⊗L . . . ⊗L L(an) et M(a1, . . . , an) ≃
M(a1) ⊗M . . . ⊗M M(an). Par application de la proposition 4.12, on a succes-
sivement [L(a1, . . . , an) : L] =
n∏
i=1
peai et [M(a1, . . . , an) : M ] =
n∏
i=1
peai , ou
encore L et K sont M -line´airement disjointes. D’ou` L = L ∩K =M . ⊓⊔
7 q-finitude et modularite´
Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borne´. Dans tout ce qui suit,
nous utilisons les notations suivantes : kj = k
p−j ∩K, U js (K/k) = j− os(kj/k),
et Ilqm(K/k) de´signe le premier entier i0 pour lequel la suite (U
j
i0
(K/k))j∈N
est non borne´e. Le re´sultat ci-dessus est une application imme´diate de la propo-
sition 4.10.
Proposition 7.1 Etant donne´e une extension q-finie K/k. Pour tout entier s,
la suite (U js (K/k))j∈N est croissante.
Preuve. Comme kn+1
p ⊆ kn, il est clair que os(kn/k) ≤ os(kn+1/k) ≤
os(kn/k) + 1, et donc n+ 1− os(kn+1/k) ≥ n− os(Kn/k) ; c’est-a`-dire la suite
(U js (K/k))j∈N est croissante. ⊓⊔
En outre, on ve´rifie aussitoˆt que :
(i) Pour tout s ≥ Ilqm(K/k), lim
n→+∞
(Uns (K/k)) = +∞.
(ii) Pour tout s < Ilqm(K/k), la suite (U js (K/k))j∈N est borne´e ;
et par suite, pour tout n ≥ sup
j∈N
(sup(U js (K/ k )))s<Ilqm(K/k) , on a U
n
s (K/k) =
Un+1s (K/k). Autrement dit, os(kn+1/k) = os(kn/k) + 1.
Dans toute la suite, on pose e(K/k) = sup
j∈N
(sup(U js (K/k)))s<Ilqm(K/k), et
pour tout (s, j) ∈ N∗ ×N∗, ejs = os(kj/k)
The´ore`me 7.2 Soit K/k une extension q-finie, avec t = di(rp(K/k)/k). Les
affirmations suivantes sont e´quivalentes ;
(1) K/k est modulaire sur une extension finie de k.
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(2) Pour tout s ∈ {1, 2, . . . , t}, la suite (U js (K/k))j∈N est borne´e.
(3) Ilqm(K/k) = t+ 1.
Preuve. Il est clair que (2) ⇔ (3). Par ailleurs, compte tenu de la propo-
sition 4.3, il existe un entier j0 tel que K/kj0 est relativement parfaite et
kj0(rp(K/k)) = K, et d’apre`s la proposition 4.18, on aura di(K/kj0) = di(rp(K/
k)/k) = t. Supposons ensuite que la condition (1) est ve´rifie´e. On distingue
deux cas :
Si K/k est modulaire, en vertu de la proposition 6.3, pour tout j ≥ j0, on a
kj/kj0 est e´quiexponentielle d’exposant j− j0 et di(kj/kj0) = t. D’ou` pour tout
s ∈ {1, . . . , t}, on a U js (K/k) = U
j+1
s (K/k).
Si K est modulaire sur une extension finie L de k, compte tenu de la finitude
de L/k, il existe un entier naturel n tel que L ⊆ kn. Par suite, Lp
−j
∩K ⊆ kn+j ,
et donc Un+js (K/k) ≤ n+U
j
s (K/L). D’ou`, la suite (U
j
s (K/k))j est stationnaire
pour tout s ∈ {1, . . . , t}.
Inversement, si la condition (2) est ve´rifie´e, il existe m0 ≥ sup(e(K/k), j0),
pour tout j ≥ m0, pour tout s ∈ {1, . . . , t}, on a os(kj+1/k) = os(kj/k) + 1 (et
di(kj/km0) = t). Par suite, kj/kj0 est e´quiexponentielle, donc modulaire. D’ou`
K =
⋃
j>m0
kj est modulaire sur kj0 . ⊓⊔
The´ore`me 7.3 La plus petite sous-extension M/k d’une extension q-finie K/k
telle que K/M est modulaire n’est pas triviale (M 6= K). Plus pre´cise´ment, si
K/k est d’exposant non borne´, il en est de meˆme de K/M .
Preuve. Le cas ou` K/k n’est pas relativement parfaite (en particulier le cas
fini) est trivialement e´vident, puisque K/k(Kp) est modulaire. Ainsi, on est
amene´ a` conside´rer que K/k est relativement parfaite d’exposant non borne´.
On emploiera ensuite un raisonnement par re´currence sur di(K/k) = t. Si
t = 1, ou encore si K/k est q-simple, il est imme´diat que K/k est modulaire.
Supposons maintenant que t > 1, si Ilqm(K/k) = t + 1, en vertu du the´ore`me
7.2, M/k est finie, et donc K/M est d’exposant non borne´. Si Ilqm(K/k) ≤
t, pour tout j > e(K/k), pour tout s ∈ [1; i − 1] ou` i = Ilqm(K/k), on a
ej+1s = e
j
s + 1. Comme k
p
j+1 ⊆ kj , d’apre`s la proposition 5.4, il existe une r-
base canoniquement ordonne´e (α1, . . . , αn) de kj+1/k, il existe εi, . . . , εt ∈ {1, p}
tels que (αp1, . . . , α
p
i−1, α
εi
i . . . , α
εt
t ) est une r-base canoniquement ordonne´e de
kj/k. Dans la suite, pour tout j > e(K/k), notons Kj = k(k
p
e
j
i
j ). D’une part,
Kj = k(α
p
e
j
i
+1
1 , . . . , α
p
e
j
i
+1
i−1 ) et Kj+1 = k(α
p
e
j+1
i
1 , . . . , α
p
e
j+1
i
i−1 ). D’autre part, on
a ej+1i = e
j
i + ε, avec ε = 0 ou 1, cela conduit a` Kj ⊆ Kj+1. Toutefois, par
de´finition de Ilqm(K/k), on a 1 + eji > e
j+1
i (c’est-a`-dire e
j
i = e
j+1
i ) pour une
infinite´ de valeurs de j. Pour ces valeurs, on a di(Kj+1/k) = i−1, sinon d’apre`s
le lemme 4.14, ej+1i = e
j+1
i−1 = 1+ e
j
i−1 = e
j
i , et donc e
j
i > e
j
i−1, ce qui contredit
la de´finition des exposants. Comme (di(Kj/k))j>e(K/k) est une suite croissante
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d’entiers borne´e par di(K/k), donc elle stationne sur Ilqm(K/k)− 1. De plus,
Kj 6= Kj+1, en effet si Kj = Kj+1 = k(K
p
j+1), comme Kj+1/k est d’exposant
borne´, on aura Kj+1 = k, ce qui est absurde. Posons ensuite H =
⋃
j>e(K/k)
Kj .
On ve´rifie aussitoˆt que H/k est d’exposant non borne´ et di(H/k) = i − 1, de
plus H/k est relativement parfaite car k(Kpj+1) = Kj pour une infinite´ de j. Par
ailleurs, d’apre`s les corollaires 4.5 et 4.7, di(K/H) < t et K/H est d’exposant
non borne´. Compte tenu de l’hypothe`se de re´currence applique´e a` K/H , on
aura K est modulaire sur une extension M ′ de H avec K/M ′ est d’exposant
non borne´; comme M ⊆M ′, alors K/M est aussi d’exposant non borne´. ⊓⊔
Une version e´quivalente de ce re´sultat se trouve dans [6]. Toutefois, le
the´ore`me ci-dessus peut tomber en de´faut lorsque l’hypothe`se de la q-finitude
n’est pas ve´rifie´e comme le montre le contre-exemple ci-dessus
Exemple 7.4 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et (X, (Yi)i∈N∗ ,
(Zi)i∈N∗ , (Si)i∈N∗) une famille alge´briquement inde´pendante sur Q. Soit k =
Q(X, (Yi)i∈N∗ , (Zi)i∈N∗ , (Si)i∈N∗) le corps des fractions rationnelles aux inde´-
termine´es (X, (Yi)i∈N∗ , (Zi)i∈N∗ , (Si)i∈N∗). Posons ensuite :
K1 =
⋃
n≥1
k(θ1,n), avec θ1,1 = X
p−1 et θ1,n = θ1,n−1
p−1 pour tout entier
n > 1.
K2 =
⋃
n≥1
K1(θ2,n), ou` θ2,1 = Z1
p−1θ1,2 + Z2
p−1 , et pour tout n > 1,
θ2,n = Z1
p−1θ1,2n + θ2,n−1
p−1 .
Par re´currence, on pose Kj =
⋃
n≥1
Kj−1(θj,n), ou` θj,1 = Zj−1
p−1θj−1,2
+Zj
p−1 , et pour tout n > 1, θj,n = Zj−1
p−1θj−1,2n +θj,n−1
p−1 .
Enfin, on note K =
⋃
j∈N∗
Kj, et par conventient on pose K0 = k, et pout
tout i ∈ N, θi,0 = 0. Comme pour tout j ∈ N∗, Kj ⊆ Kj+1, alors K est un
corps commutatif.
The´ore`me 7.5 Sous les conditions ci-dessus, la plus petite sous-extension m
telle que K/m est modulaire est triviale, c’est-a`-dire mod(K/k) = K
Pour la preuve de ce the´ore`me, on se servira des re´sultats suivants :
Lemme 7.6 Sous les meˆmes conditions ci-dessus, pour tout (j, n) ∈ N ×N∗,
Kj(θj+1,n) = Kj(θj+1,n+1
p) et θj+1,1 6∈ Kj. En particulier, o(θj+1,n,Kj) = n.
Preuve. Il est trivialement e´vident que Kj(θj+1,n) = Kj(θj+1,n+1
p) pour tout
(j, n) ∈ N×N∗. Pour le reste, il suffit de remarquer que Kj ⊆ k(Xp
−∞
, Z1
p−∞ ,
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. . . , Zj
p−∞) et k(θj+1,n, X
p−∞ , Z1
p−∞ , . . . , Zj
p−∞) = k(Zj+1
p−n , Xp
−∞
, Z1
p−∞ ,
. . . , Zj
p−∞), et donc, pour tout n ∈ N∗, n = o(θj+1,n, k(Xp
−∞
, Z1
p−∞ , . . . , Zj
p−∞
)) ≤ o(θj+1,n,Kj) ≤ n. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, pour tout j ∈ N∗, Kj/Kj−1 est q-simple
d’exposant non borne´. En particulier, di(Kj/k) = j.
Lemme 7.7 Pour tout i ∈ N∗, la famille (Zi, (Sj)j∈N∗) est r-libre sur Kp.
Preuve. Puisque pour tout i ≥ 1, Si
p−1 6∈ k(Xp
−∞
, (Zj
p−∞)j≥1)(S1
p−1 , . . . ,
Si−1
p−1) = K(Z1
p−∞)(S1
p−1 , . . . , Si−1
p−1), il suffit de montrer que Zi 6∈ K
p;
ou encore Zi
p−1 6∈ K. Par construction, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a
θj,1 = Zj−1
p−1θj−1,2 +Zj
p−1 avec Kn contient θj,1 et θj−1,2, et donc s’il existe
n > i tel que Zi
p−1 ∈ Kn, par ite´ration, on aura Zi−1
p−1 , . . . , Z1
p−1 ∈ Kn et
Zi+1
p−1 , . . . , Zn
p−1 ∈ Kn. Par suite, d’apre`s le the´ore`me 3.1, di(k(Xp
−1
, Z1
p−1 ,
. . . , Zn
p−1)/k) ≤ di(Kn/k), ou encore n+ 1 ≤ n, absurde. D’ou` pour tout n ∈
N∗, Zi
p−1 6∈ Kn, et comme K est re´union de la famille croissante d’extensions
(Kn)n∈N∗ , alors Zi
p−1 6∈ K. ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 7.5. Posonsm = mod(K/k). En utilisant un raison-
nement par re´currence on va montrer que Ki ⊆ m pour tout i ∈ N, et par suite
obtenir K = m. Il est imme´diat que K0 = k ⊆ m, donc le re´sultat est ve´rifie´
pour le rang 0. Soit i ∈ N∗, supposons par application de l’hypothe`se de
re´currrence que Ki ⊆ m. S’il existe un entier naturel s tel que θi+1,s 6∈ m,
de´signons par n le plus grant entier tel que θi+1,n ∈ m. D’ou` pour tout t ∈
{0, . . . , n}, θi+1,t ∈ m et θi+1,n+1 6∈ m, en outre θ
pn
i+1,2n ∈ m, et θi+1,2(n+1)
pn+1 6∈
m. Il en re´sulte que le syste`me (θi+1,2(n+1)
pn+1 , 1) est libre surm, en particulier,
il en est de meˆme sur m ∩ Kp
n+1
. Comple´tons ce syste`me en une base B de
Kp
n+1
surm∩Kp
n+1
. CommeKp
n+1
etm sontm∩Kp
n+1
-line´airement disjointes
(K/m est modulaire), B est aussi une base de m(Kp
n+1
) sur m. Or, par con-
struction, θi+2,n+1 = Zi+1
p−1θi+1,2(n+1) + θi+2,n
p−1 , ou encore θi+2,n+1
pn+1 =
Zi+1
pnθi+1,2(n+1)
pn+1 + θi+2,n
pn , avec θi+2,n
pn = Zi+1
pn−1θi+1,2n
pn + · · · +
Zi+1θi+1,2
p + Zi+2 ∈ m. Par identification, Zi+1
pn ∈ m ∩ Kp
n+1
⊆ Kp
n+1
,
et donc Zi+1
p−1 ∈ K, absurde. D’ou` pour tout n ∈ N∗, θi+1,n ∈ m, ou encore
Ki+1 ⊆ m. D’ou` m = K. ⊓⊔
8 Extensions lq-finies
Dans ce qui suit nous proposons un cadre re´nove´ qui ge´ne´ralise naturellement
le cas q-fini.
De´finition 8.1 Soit K/k une extension purement inse´parable de caracte´ristique
p > 0. On dit que K/k est lq-finie, si pour tout n ∈ N∗, kp
−n
∩K/k est finie.
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Il est trivialement e´vident que :
• La q-finitude entraine la lq-finitude.
• La lq-finitude est stable par inclusion. Plus pre´cise´ment, toute sous-
extension d’une extension lq-finie est lq-finie.
Voici e´galement un exemple non trivial d’extension lq-finie de degre´ d’irratio-
nalite´ infini.
8.1 Exemple non trivial d’extension lq-finie
Exemple 8.1 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et (X, (Yi,
Zi)i∈N∗) une famille alge´briquement inde´pendante sur Q, et k = Q(X, (Yi, Zi)i∈N∗)
le corps des fractions rationnelles aux inde´termine´s (X, (Yi, Zi)iN∗). Pour tout
entier n ≥ 2, pour tout j = 1, . . . n − 1, on pose αnj = Zj
p−n+jXp
−n
+ Yj
p−n+j
et Kn = k(X
p−n , αn1 , . . . , α
n
n−1). Puisque Kn ⊆ Kn+1 et Kn/k est purement
inse´parable, alors K =
⋃
n≥2
Kn est un corps purement inse´parable sur k. Par
convention, on identifie K0 a` k et K1 a` k(X
p−∞).
On ve´rifie imme´diatement que pour tous entier n ≥ 2, pour tout j = 1, . . . n−
1, (αn+1j )
p
= (αnj ). En outre, pour tout n ≥ 2, k(K
p
n+1) = Kn, et par suite K/k
est relativement parfaite.
The´ore`me 8.2 L’extension K/k ci-dessus est lq-finie de degre´ d’irrationalite´
infini.
Pour la de´monstration, nous aurons besoin des re´sultats suivants. De plus,
tout le long de cette section, pour tout entier t ≤ s, ζts de´signe l’ensemble
{1, . . . , s}\{t}. Il est clair que pour tout entier s ≥ 2, pour tout i ∈ {1, . . . , s−1},
αsi ∈ k(X
p−s , Zi
p−s , Yi
p−s) ; et par suite,Ks ⊆ k(Xp
−s
, (Yj
p−s , Zj
p−s)j∈ζi
s−1
, αsi ).
Lemme 8.3 Pour tout j ≥ 1, Zj est p-inde´pendant sur K
p, ou encore Zj
p−1 6∈
K.
Preuve. Supposons que Zj
p−1 ∈ K =
⋃
n≥2
Kn, donc il existe s > j tel que
Zj
p−1 ∈ Ks. Comme Yj
p−1 = (αsj)
ps−j−1 − Zj
p−1Xp
−j−1
, alors Yj
p−1 ∈ Ks ⊆
k(Xp
−s
, (Yi
p−s , Zi
p−s)i∈ζj
s−1
, αsj). En outre, k(X
p−1 , Y1
p−1 , . . . , Ys−1
p−1 , Z1
p−1 ,
. . . , Zs−1
p−1) ⊆ k(Xp
−s
, (Yi
p−s , Zi
p−s)i∈ζj
s−1
, αsj). Puisque (X, (Yi, Zi)i≥1) est
alge´briquement inde´pendante surQ, on aura 2(s−1)+1 = di(k(Xp
−1
, Y1
p−1 , . . . ,
Ys−1
p−1 , Z1
p−1 , . . . , Zs−1
p−1)/k) ≤ di(k(Xp
−s
, (Yi
p−s , Zi
p−s)i∈ζj
s−1
, αsj)/k) ≤ 2(
s−2)+2. Il en re´sulte que 1 ≤ 0, c’est une contradiction, et par suite Zj
p−1 6∈ K.
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Lemme 8.4 Pour tout n ≥ 2, la famille {Xp
−n−1
, αn+11 , . . . , α
n+1
n } est une r-
base de Kn+1/Kn
Preuve. Il est aussitoˆt queKn(X
p−n−1 , αn+11 , . . . , α
n+1
n ) = Kn+1, et X
p−n−1 6∈
Kn puisque n+ 1 = o(X
p−n−1 , k) > n = o1(Kn/k). S’il existe i ∈ {1, . . . , n} tel
que αn+1i ∈ Kn(X
p−n−1 , αn+11 , . . . , α
n+1
i−1 , α
n+1
i+1 , . . . , α
n+1
n ), comme k(Kn+1
p) =
Kn et Kn+1/k est d’exposant fini, on en de´duit que k(X
p−n−1 , αn+11 , . . . , α
n+1
i−1 ,
αn+1i+1 , . . . , α
n+1
n ) = Kn+1. Notamment, α
n+1
i ∈ k(X
p−n−1, αn+11 , . . . , α
n+1
i−1 ,
αn+1i+1 , . . . , α
n+1
n ) ⊆ k(X
p−n−1 , (Zj
p−n−1 , Yj
p−n−1)j∈ζin), et donc Zi
p−1 appartient
a` k(Xp
−n−1
, (Zj
p−n−1 , Yj
p−n−1 )j∈ζin , Yi
p−1). Comme la famille (X,Yi, Zi)iN∗
est alge´briquement inde´pendante sur Q, on obtiendra 2n + 1 = di(k(Xp
−1
,
Y1
p−1 , . . . , Yn
p−1 , Z1
p−1 , . . . , Zn
p−1)/k) ≤ di(k(Xp
−n−1
, (Zj
p−n−1 , Yj
p−1 )j∈ζin ,
Yi
p−n−1 )/k) = 2(n − 1) + 2, donc 1 ≤ 0, c’est une contradiction. D’ou`
{Xp
−n−1
, αn+11 , . . . , α
n+1
n } est une r-base de Kn+1/Kn. ⊓⊔
D’apre`s la proposition ci-dessus, pour tout j > 2, {Xp
−j−1
, αj+11 , . . . , α
j+1
j }
et {Xp
−j
, (αj+11 )
p
, . . . , (αj+1j−1)
p
} sont deux r-bases respectivement de Kj+1/Kj
et Kj/Kj−1. Comme Kj = k(Kj+1
p) et Kj−1 = k(Kj
p), d’apre`s le lemme
4.14, pour tout j > 2, pour tout i ∈ {1, . . . , j − 1}, on a o(αj+1i ,Kj−1(X
p−j−1 ,
αj+11 , . . . , α
j+1
i−1 , α
j+1
i , . . . , α
j+1
j−1)) = o1(Kj+1/Kj−1) = 2. En particulier, Kj−1(
Xp
−j−1
, αj+11 , . . . , α
j+1
j−1) ≃ Kj−1(X
p−j−1) ⊗Kj−1 Kj−1(α
j+1
1 ) ⊗Kj−1 . . . ⊗Kj−1
Kj−1(α
j+1
i−1 ).
Lemme 8.5 Pour tout m ∈ N, pour tout n ∈ N, on a kp
−n
∩ Km = Kn si
m ≥ n, et kp
−n
∩Km = Km si m ≤ n.
Preuve. Le lemme est ve´rifie´ pour n = 0. Soit n ≥ 1, supposons que le
re´sultat est satisfait pour tout entier naturel i ≤ n−1. Puisque o1(Km/k) = m,
il est imme´diat que kp
−n
∩ Km = Km si m ≤ n. On est amene´ au cas ou`
n < m. Compte tenu de l’hypothe`se du re´currence, on a kp
−n+1
∩Km = Kn−1,
donc kp
−n
∩ Km = Kn−1
p−1 ∩ Km. Comme o1(Kn/Kn−1) = 1 et Kn ⊆ Km,
(n < m), on a Kn ⊆ Kn−1
p−1 ∩ Km. Si Kn−1
p−1 ∩ Km 6= Kn, ou encore
s’il existe θ ∈ Kn−1
p−1 ∩ Km tel que θ 6∈ Kn, soit j le plus grand entier tel
que θ 6∈ Kj , donc θ ∈ Kj+1. En particulier n ≤ j < m, et o(θ,Kj−1) = 1,
(car θp ∈ Kn−1 ⊆ Kj−1). Pour alle´ger l’e´criture, on pose provisoirement
α1 = X
p−j−1 , et pour tout i = 2, . . . , j + 1, αi = α
j+1
i−1 . On va montrer en-
suite que {θ, α1, . . . , αj} est une r-base de Kj+1/Kj. Par hypothe`se, θ 6∈ Kj
et, pour tout i ∈ {1, . . . , j}, on a αi 6∈ Kj(θ, α1, . . . , αi−1) ; sinon on aura
1 < o(αi,Kj−1(α1, . . . , αi−1)) ≤ o1(Kj(α1, . . . , αi−1, θ)/Kj−1(α1, . . . , αi−1)) ≤
o(Kj(θ)/Kj−1) = 1, (o(θ,Kj−1) = 1 et o1(Kj/Kj−1) = 1), c’est une contradic-
tion. D’ou` {θ, α1, . . . , αj} est r-libre sur Kj . Comme di(Kj+1/Kj) = j + 1 et
k(Kj+1
p) = Kj, alors {θ, α1, . . . , αj} est une r-base de Kj+1/Kj. D’autre part,
on a o(θ,Kj−1) = 1 et Kj−1(α1, . . . , αj)/Kj−1 est e´quiexponentielle d’exposant
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2, ce qui entraine Kj+1 ≃ Kj−1(α1, . . . , αj) ⊗Kj−1 Kj−1(θ) ≃ Kj−1(α1) ⊗Kj−1
. . . ⊗Kj−1 Kj−1(αj) ⊗Kj−1 Kj−1(θ). D’ou`, Kj+1/Kj−1 est modulaire. Toute-
fois, l’e´quation de de´finition de αj+1 sur Kj−1(α1, α2, . . . , αj) s’e´crit : αj+1
p =
ZjX
p−j +Yj = Zjα1
p+Yj , d’apre`s le crite`re de modularite´, on obtient Zj , Yj ∈
Kj+1
p ∩ Kj−1 ⊆ Kj+1
p. On en de´duit que Zj
p−1 , Yj
p−1 ∈ Kj+1. C’est une
contradiction avec le lemme 8.3. D’ou` kp
−n
∩Km = Kn. ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 8.2. Pour tout n ≥ 1, on Kn ⊆ Kn+1 et K =⋃
m≥1
Km, donc en vertu du lemme 8.5, k
p−n ∩ K =
⋃
m≥1
kp
−n
∩ Km = Kn.
Comme pour tout n ≥ 1, on a Kn/k est finie, on en de´duit que K/k est lq-finie
non triviale (qui n’est pas q-finie). ⊓⊔
Remarque 8.1 L’exemple ci-dessus est aussi bon pour affirmer que la lq-finitude
n’est pas respecte´ si on change le corps de base dans le sens ascendant. En effet,
si on pose L = k(Xp
−∞
), on ve´rifie imme´diatement que :
(i) k((αs−1
s)s>1) ⊆ Lp
−1
∩K.
(ii) La famille (αss−1)s>1 est r-libre sur k.
D’ou`, Lp
−1
∩ K/k n’est pas finie, et par suite K/L n’est pas lq-finie. En
particulier, il est fort probable que K/k et L/k sont lq-finies, mais L(K)/L ne
l’est pas.
D’une fac¸on plus ge´ne´rale, et contrairement a` la q-finitude, la lq-finitude
n’est pas transitive comme le montre l’exemple ci-dessous. Il est a` noter que cet
exemple modifie le´ge`rement les conditions de l’exemple 8.1.
Exemple 8.6 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et (X, (Zi)i∈N∗)
une famille alge´briquement libre sur Q, et k = Q(X, (Zi)i∈N∗) le corps des frac-
tions rationnelles aux inde´termine´es (X, (Zi)i∈N∗). Dans cette partie, on se
servira des notations suivantes :
K1 = k(θ1,1), avec θ1,1 = X
p−1 .
K2 = k(θ2,1, θ2,2), avec θ2,1 = (θ1,1)
p−1
= Xp
−2
et θ2,2 = Z1
p−1θ2,1 +
Z2
p−1 = Z1
p−1Xp
−2
+ Z2
p−1 .
K3 = k(θ3,1, θ3,2, θ3,3), avec θ3,1 = (θ2,1)
p−1
, θ3,2 = (θ2,2)
p−1
, et θ3,3 =
Z2
p−1θ3,2 + Z3
p−1
Par re´currence, on pose Kn = k(θn,1, . . . , θn,n), ou` θn,i = (θn−1,i)
p−1
pour
tout i = 1, . . . , n− 1, et θn,n = Zn−1
p−1θn,n−1 + Zn
p−1 .
Posons K =
⋃
n≥1
Kn et L = K(Z1
p−∞).
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On ve´rifie aussitoˆt que :
• Pour tout n ≥ 1, k(Kn+1
p) = Kn. En particulier, K/k est relativement
parfaite.
• L ≃ k(Xp
−∞
)⊗k (⊗k(k(Zi
p−∞))i≥1)
• Pour tout n ≥ 1, pour tout i = 1, . . . , n, Zi est p-inde´pendant sur Kn
p, ou
encore Zi
p−1 6∈ Kn. En outre, Zi
p−1 6∈ K.
• Pour tout n ≥ 1, (θn,1, . . . , θn,n) est une r-base de Kn/k (on utilise le
meˆme raisonnement que l’exemple ci-dessus).
The´ore`me 8.7 K/k et L/K sont lq-finies, mais L/k ne l’est pas.
Comme dans l’exemple pre´ce´dent, on emploiera le lemme technique suivant:
Lemme 8.8 Pour tous n,m ∈ N∗, kp
−n
∩Km = Km si n ≥ m, et k
p−n∩Km =
Kn si n ≤ m. En particulier, K/k est lq-finie.
Preuve. De´monstration analogue a` celle du lemme 8.5. ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 8.7 D’une part, on a K/k et L/K sont lq-finies.
D’autre part, pour tout n ≥ 1, on a kp
−n
∩L ≃ k(Xp
−n
)⊗k (⊗k(k(Zi
p−n))i≥1),
et donc L/k n’est pas lq-finie. ⊓⊔
Remarque 8.2 Egalement, cet exemple peut servir pour montrer que le pro-
duit ne respecte pas la lq-finitude. Pour cela, on pose L1 = k(Z1
p−1) et L2 =
k((Zi
p−1)i≥2). Par construction, pour tous entier n ≥ 2, θn,n = Zn−1
p−1θn,n−1
+Zn
p−1 , et pour tout entier non nul i, on montre par re´curence que Zi
p−1 ∈
L1(K), ou encore L2 ⊆ L1(K). Comme di(L2/k) est infinie, alors L1(K)/k
n’est pas lq-finie meˆme si K/k et L1/k sont lq-finies.
Proposition 8.9 Soient K/k une extension purement inse´parable d’exposant
non borne´, et H l’ensemble des sous-extensions d’exposant non borne´ de K/k.
Si K/k est lq-finie, alors H est inductif pour la relation d’ordre de´finie par
K1 ≤ K2 si et seulement si K2 ⊆ K1.
Preuve. H 6= ∅, puisque K ∈ H . Soit (Kn/k)n∈I une famille totalement
ordonne´e de sous-extensions d’exposant non borne´ de K/k, donc pour tout
j ∈ N∗, la famille (kp
−j
∩Kn)n∈I est aussi totalement ordonne´e. Comme K/k
est lq-finie, donc la famille ([kp
−j
∩Kn : k])n∈I des entiers naturels est totalement
ordonne´e ; et par suite elle admet un plus petit e´le´ment que l’on note [kp
−j
∩Knj :
k]. Soit I1 = {s ∈ I|Ks ⊆ Knj} et I2 = {s ∈ I|Knj ⊆ Ks}, donc pour tout
m ∈ I1, [kp
−j
∩ Km : k] ≤ [kp
−j
∩ Knj : k]. Compte tenu de la proprie´te´
caracte´ristique du plus petit e´le´ment, on en de´duit que [kp
−j
∩ Km : k] =
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[kp
−j
∩Knj : k], et par suite pour tout m ∈ I1, on a k
p−j ∩Km = kp
−j
∩Knj .
D’ou`, kp
−j
∩ (
⋂
m∈I1
Km) =
⋂
m∈I1
kp
−j
∩ Km = k
p−j ∩ Knj . Si on pose L =
⋂
i∈I
Ki, il est clair que L =
⋂
m∈I1
Km. Comme K/k est d’exposant non borne´ et
kp
−j
∩Knj ⊆ Km pour toutm ∈ I1, donc o1(k
p−j∩L/k) = o1(k
p−j∩Knj/k) = j.
D’ou`, L/k est d’exposant non borne´, et pour tout n ≥ 1, Kn ≤ L. Il en re´sulte
que H est inductif. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
Corollaire 8.10 Toute extension lq-finie d’exposant non borne´ admet une sous-
extension minimale M/k d’exposant non borne´. En outre, M/k est relativement
parfaite.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
Remarque 8.3 La condition de lq-finitude est ne´cessaire pour que H soit in-
ductif, comme le montre l’exemple suivant :
Exemple 8.11 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et k =
Q((Xi)i∈N∗) le corps des fractions rationnelles aux inde´termine´es (Xi)i∈N∗ .
Pour tout n ≥ 1, notons Kn = k(((Xi)
p−i)i≥n).
On ve´rifie aussitoˆt que la famille (Kn)n∈N∗ de sous-extensions d’exposant
non borne´ de K1/k est totalement ordonne´e. Comme ((Xi)
p−i)i∈N∗ est une
r-base modulaire de K1 = k(((Xi)
p−i)i∈N∗) sur k, alors
⋂
n≥1
Kn se re´duit a` k,
et donc H n’est pas inductif.
Une autre conse´quence de la proposition 8.9 est le re´sulatt suivant :
Proposition 8.12 La cloˆture relativement parfaite Kr d’une extension lq-finie
d’exposant non borne´K/k est non trivial. Plus pre´cise´ment, Kr/k est d’exposant
non borne´ si K/k l’est.
Preuve. D’apre`s la proposition 8.9, l’ensemble des sous-extensions d’exposant
non borne´ de K/k admet une sous-extension m/k minimale. Ne´cessairement,
m/k est relativement parfaite, sinon k(mp)/k serait meilleure que m, contradic-
tion ; et donc Kr/k est d’exposant non borne´ (m ⊆ Kr). ⊓⊔
Lorsque K/k est q-finie, on peut situer rp(K/k) par rapport a` K, en par-
ticulier, on a K/rp(K/k) est finie. Cependant, dans le cas de la lq-finitude
l’emplacement de la cloˆture relativement parfaite varie d’une extension a` l’autre.
A cet e´gard, chacun des exemples 8.1 et 8.6 ci-dessus pre´sente une extension
K/k lq-finie et relativement parfaite (et donc K/rp(K/k) est d’exposant fini).
Toutefois, voici un exemple ou` K/rp(K/k) est d’exposant infini.
Extensions absolument lq-finies 34
Exemple 8.13 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et k =
Q(X, (Yi, Zi)i∈N∗) le corps des fractions rationnelles aux inde´termine´es (X, (Yi,
Zi)i∈N∗). Pour tout n ≥ 1, on pose θn = Yn
p−1Xp
−n−1
+ Zn
p−1 . Egalement,
on note K = k(Xp
−∞
, (θi)i∈N∗), et pour tout n ∈ N, kn = k
p−n ∩ K. Par
convention, θ0 de´signe X
p−1 .
Proposition 8.14 Sous les conditions ci-dessus, on a k1 = k(θ0) = k(X
p−1),
et pour tout n ≥ 2, kn = k(Xp
−n
, θ1, . . . , θn−1). En particulier, K/k est lq-finie.
Remarque 8.4 Pour regrouper les deux conditions, la proposition ci-dessus
peut s’e´nonce´e comme suit : pour tout n ≥ 1, kn = k(Xp
−n
, θ0, . . . , θn−1).
Preuve. La de´monstration se fait par re´currence, et utilise (plus partic-
ulie`rement au rang 1) les meˆmes techniques de raisonnement en passant d’un
niveau a` l’autre. Pour cela, on suppose que l’on a kn = k(X
p−n , θ0, . . . , θn−1)
avec n ≥ 1. Il est clair que kn+1 = kn
p−1 ∩K et kn(X
p−n−1 , θn) ⊆ kn+1. Toute-
fois, s’il existe α ∈ kn+1 tel que α 6∈ kn(Xp
−n−1
, θn) ; alors α 6∈ kn(Xp
−∞
, θn).
Sinon, comme kn(θn)(X
p−∞)/kn(θn) est q-simple et o(α, kn(θn)) = o(X
p−n−1 ,
kn(θn)) = 1, alors ne´cessairement kn(θn, α) = kn(θn, X
p−n−1), c’est une contra-
diction. Soit i le plus grand entier tel que α 6∈ kn(Xp
−∞
, θn, . . . , θi). Pour alle´ger
l’e´criture, on pose L = k(Xp
−∞
, θ1, . . . , θi+1) = kn(X
p−∞ , θn, . . . , θi+1), donc
α ∈ L et o(α, kn(Xp
−∞
, θn, . . . , θi)) = o(θi+1, kn(X
p−∞ , θn, . . . , θi)) = 1. Il en
re´sulte que L = kn(X
p−∞ , θn, . . . , θi)⊗kn kn(α). Or, par construction, pour tout
j ≥ 1, θj = Yj
p−1Xp
−j−1
+ Zj
p−1 , et donc k(θj) ⊆ k(Yj
p−1 , Xp
−j−1
, Zj
p−1) ⊆
k(Yj
p−1 , Xp
−∞
, Zj
p−1). Notons L1 = L((Yj
p−1 , Zj
p−1 )n+1≤j≤i). Si θi+1 ∈ L1,
comme θi+1 = Yi+1
p−1Xp
−i−2
+ Zi+1
p−1 , alors L1( Yi+1
p−1 ) = L1(Zi+1
p−1),
et donc Zi+1
p−1 ∈ k(Xp
−∞
, (Yj
p−1 , Zj
p−1 )1≤j≤i, Yi+1
p−1), c’est une contradic-
tion avec le fait que (X, (Yi, Zi)i∈N∗) sont ale´briquement inde´pendent sur Q et
k = Q((X, (Yi, Zi)i∈N∗)). D’ou`,
L1 = kn(X
p−∞ , (Yj
p−1 , Zj
p−1)n+1≤j≤i, θi+1))
= kn(X
p−∞ , (Yj
p−1 , Zj
p−1)n+1≤j≤i, α)
≃ kn(X
p−∞)⊗kn ((kn(Yj
p−1)⊗kn kn(Zj
p−1))n+1≤j≤i))⊗kn kn(α).
On en de´duit que L1/kn est modulaire. En outre, L1
p et kn sont kn ∩ L1
p-
line´airement disjointes. Comme Xp
−i−1
6∈ kn (n ≤ i), alors (1, Xp
−i−1
) est
kn-libre, en particulier kn ∩ L1
p-libre. Comple´tons ce syste`me en une base B
de L1
p sur kn ∩ L1
p, en vertu de la line´arite´ disjointe B est aussi une base de
kn(L1
p) sur kn. Or, l’e´quation de de´finition de θi+1 par rapport a` L1 s’e´crit :
θi+1
p = Yi+1X
p−i−1+Zi+1, par identification on aura Yi+1, Zi+1 ∈ kn∩L1
p. En
particulier, Yi+1
p−1 , Zi+1
p−1 ∈ L1, et donc k(Xp
−∞
, (Yj
p−1 , Zj
p−1)1≤j≤i+1) ⊆
L((Yj
p−1 , Zj
p−1)1≤j≤i), θi+1) = k(X
p−∞ , (Yj
p−1 , Zj
p−1)1≤j≤i), θi+1). Il en re´s-
ulte que 2(i + 1) + 1 = di(k(Xp
−∞
, (Yj
p−1 , Zj
p−1 )1≤j≤i+1)/k) ≤ di(k(Xp
−∞
, (
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Yj
p−1 , Zj
p−1 )1≤j≤i, θi+1)/k) ≤ 2(i + 1) ; d’ou` 1 ≤ 0, c’est une contradiction.
Par suite, kn+1 = k(X
p−n−1, θ1, . . . , θn). ⊓⊔
Proposition 8.15 Sous les hypothe`ses ci-dessus, rp(K/k) = k(Xp
−∞
).
Preuve. Il suffit de remarquer que (θi)i≥1 est une r-base modulaire de K/k(
Xp
−∞
), et donc k(Xp
−∞
) ⊆ rp(K/k) ⊆
⋃
i∈N
k(Kp
i
) =
⋃
i∈N
k(Xp
−∞
)(Kp
i
) =
k(Xp
−∞
). D’ou` rp(K/k) = k(Xp
−∞
) et K/k(Xp
−∞
) est d’exposant non borne´.
Non seulement K/rp(K/k) est d’exposant non borne´, mais K/rp(K/k) n’est
pas lq-finie.
Proposition 8.16 Toute extension lq-finie et modulaire est q-finie.
Preuve. Il suffit de remarquer que siK/k est modulaire, on a di(kp
−n
∩K/k) =
di(kp
−1
∩K/k) < +∞ pour tout n ≥ 1. ⊓⊔
9 Extensions absolument lq-finies
Soit K/k une extension purement inse´parable. Si K/k est q-finie, alors pour
toute sous-extension L/k de K/k, K/L est aussi q-finie. Toutefois, d’apre`s
l’exemple 8.13; cette proposition est ge´ne´ralement fausse dans le cas de la lq-
finitude. Cela nous ame`ne a` e´tdier de pe`s la stabilite´ au sens absolue de la
lq-finitude au sein des extensions lq-finie. L’e´tude de cette proprie´te´ fait l’objet
de cette section.
Proposition 9.1 Soit K/k une extension purement inse´parable. Les assertions
suivantes sont e´quivalentes :
(1) Pour toute sous-extension L/k de K/k, K/L est lq-finie.
(2) Toute sous-extension L/k de K/k satisfait L/k(Lp) est finie.
(3) Pour toute sous-extension L/k de K/k, on a L/rp(L/k) est finie.
Preuve. 1⇒ 2⇔ 3 est imme´diate, il suffit de remarquer que L ⊆ (k(Lp))p
−1
∩
K et K/k(Lp) est lq-finie pour toute sous-extension L/k de K/k, et d’appliquer
la proposition 3.14. Egalement, si l’item 2 est ve´rifie´, donc pour tout n ∈ N∗, on
aura Ln/k(Ln
p) est finie, ou` Ln = L
p−n ∩K. En particulier, di(Ln/L(Ln
p)) est
fini. Comme Ln/L est d’exposant fini, alors di(Ln/L) = di(Ln/L(Ln
p)) < +∞,
ou encore Ln/L est finie pour tout n ∈ N∗. ⊓⊔
De´finition 9.1 Une extension qui ve´rifie l’une des conditions e´quivalentes de
la proposition ci-dessus s’appelle extension absolument lq-finie.
On ve´rifie aussitoˆt que :
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• Toute extension absolument lq-finie est lq-finie.
• Toute extension q-finie est absolument lq-finie.
• K/k est absolument lq-finie si et seulement si toute sous-extension L2/L1
de K/k est lq-finie. En particulier, toute sous-extension d’une extension
absolument lq-finie est absolument lq-finie.
Voici un exemple qui montre que lq-finitude est distincte de la lq-finitude
absolut.
Exemple 9.2 Reprenons l’exemple 8.13, rappelons que Q de´signe toujours un
corps parfait de caracte´ristique p > 0 et k = Q(X, (Yi, Zi)i≥1) le corps des
fractions rationnelles aux inde´termine´es (X, (Yi, Zi)i≥1). Rappelons aussi que
θi = Yi
p−1Xp
−i−1
+ Zi
p−1 et K = k(Xp
−∞
, (θi)i≥1).
D’apre`s l’exemple 8.13 K/k est lq-finie. Comme (θi)i≥1 est une r-base de
K/k(Kp), on en de´duit que K/k n’est pas absolument lq-finie.
The´ore`me 9.3 Une extension purement inse´parable K/k est absolument lq-
finie si et seulement si toute suite de´croissante de sous-extensions de K/k est
stationnaire.
Preuve. Supposons que la condition suffisante est ve´rifie´e, et conside´rons
une sous-extension L/k de K/k. Soit G une r-base de L/k. Si |G| n’est
pas fini, il existe une suite (αn)n∈N∗ d’e´le´ments deux a` deux distincts de G.
Pour tout n ≥ 1, posons Kn = k(G \ {α1, . . . , αn})). Il est clair que la
suite (Kn/k)n≥1 de sous-extensions de K/k est strictement de´croissante (pour
l’inclusion), contradiction avec l’hypothe`se de la condition suffisante. D’ou` |G|
est fini, ou encore L/k(Lp) est finie ; et donc K/k est absolument lq-finie.
Inversement, supposons que K/k est absolument lq-finie, et soit (Kn/k)n≥1
une suite de´croissante de sous-extensions de K/k. Pour tout n ≥ 1, posons
Ln = rp(Kn/k). Comme K/k est absolument lq-finie, pour tout n ≥ 1, on a
Kn/k(Kn
p) est finie. Par suite, d’apre`s la proposition 3.14, il existe en ∈ N, tel
que Ln = k(Kn
pen ) =
⋂
i≥1
k(Kn
pi). Puisque la suite (Kn/k)n≥1 est de´croissante,
il en est de meˆme de (Ln/k)n≥1. On distingue deux cas :
1-ier cas : S’il existe n0 ∈ N tel que Ln = Ln0 pour tout n ≥ n0, alors
Kn/Ln0 sera finie pour tout n ≥ n0. En vertu de la monotonie de (Kn)n≥1, on
en de´duit que la suite des entiers naturels ([Kn : Ln0 ])n≥n0 est de´croissante, et
donc stationnaire ; c’est-a`-dire il existe e ≥ n0 tel que [Kn : Ln0 ] = [Ke : Ln0 ]
pour tout n ≥ e. Or, pour tout n ≥ 1, Kn+1 ⊆ Kn, donc Kn+1 = Kn pour tout
n ≥ e.
2-ie`me cas : Si (Ln)n≥1 n’est pas stationnaire, on est amene´ a` conside´rer
que la suite (Ln)n≥1 est strictement de´croissante, et par suite on va constru-
ire par re´currence une suite (αi)i∈N∗ de´le´ments de K telle que αi ∈ Li et
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αi 6∈ k(α1, . . . , αi−1)(Li+1) pour tout i ≥ 1. Le cas ou` i = 1 est trivial, il
suffit de choisir α1 dans L1 \ L2. De plus, k(α1)L2 ⊆ L1 (strictement). Con-
side´rons maintenant un entier naturel n distinct de 0 et 1, et supposons que
cette proprie´te´ est satisfait pour tout i = 1, . . . , n. Comme Li/k est relative-
ment parfaite pour tout i ≥ 1 et, (Li)i≥1 est strictement de´croissante, on en
de´duit que (k(α1, . . . , αn)Li)i≥1 est aussi strictement de´croissante ; et donc il
existe αn+1 ∈ Ln+1 tel que αn+1 6∈ k(α1, . . . , αn)Ln+2. Dans la suite, on pose
G = (α1, . . . , αn, . . .) et Gn = (α1, . . . , αn), et on va montrer que G est r-libre
sur k. Comme G =
⋃
n≥1
Gn et Gi ⊆ Gi+1, il suffit de montrer que Gn est r-libre
sur k pour tout n ≥ 1. S’il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que αi ∈ k(Gn \ {αi}),
donc en particulier αi ∈ k(α1, . . . , αi−1)Ki+1 (puisque pour tout j ≥ i + 1,
k(α1, . . . , αi−1)Kj ⊆ k(α1, . . . , αi−1)(Ki+1)), c’est une contradiction par con-
struction. Par suite, di(k(G)/k) = di(k(G)/k((k(G))
p
)) = +∞ ; et donc K/k
n’est pas absolument lq-finie, absurde. ⊓⊔
Soit K/k une extension purement inse´parable. Si K/k est q-finie, il est
aussitoˆt que toute sous-extension L/k de K/k est finie sur k(Lp), donc il est fort
probable que la re´ciproque soit aussi vraie. Autrement dit la lq-finitude absolut
est synonyme de la q-finitude. Toutefois, en utilisant la proprie´te´ caracte´ristique
de la lq-finitude absolut, voici un exemple type d’extension absolument lq-finie
qui n’est pas q-finie. Par ailleurs, les deux notions se confondent dans le cas de
la modularite´.
9.1 Existence effective de lq-finitude absolut
Exemple 9.4 Soient Q un corps parfait de caracte´ristique p > 0, et (X, (Zji , Y
j
i
))(i,j)∈N∗×(N∗\{1}) une famille alge´briquement inde´pendante sur Q. Soit k =
Q((X, (Zji , Y
j
i ))(i,j)∈N∗×(N∗\{1})) le corps des fractions rationnelles aux inde´t-
ermine´es (X, (Zji , Y
j
i )(i,j)∈N∗×(N∗\{1})). Soit (an)n∈N∗ une famille d’e´le´ments
de Q(Xp
−∞
) telle que Q(an) = Q(X
p−n) pour tout n ∈ N∗. En particulier,
k(an) = k(X
p−n), et par suite pour tout n ∈ N∗, o(an, k) = o(Xp
−n
, k) = n.
Dans la suite on se servira des notations suivantes :
K1 =
⋃
i≥1
k(θ1i ), avec θ
1
i = ai pour tout i ∈ N
∗.
K2 =
⋃
i≥1
K1(θ
2
i ), avec θ
2
1 = (Z
2
1 )
p−1
θ12 + (Y
2
1 )
p−1
, et pour tout i ≥ 2,
θ2i = (Z
2
i )
p−1
θ12i + (θ
2
i−1)
p−1
+ (Y 2i )
p−1
.
Par re´currence, on pose : Kn =
⋃
i≥1
Kn−1(θ
n
i ), avec θ
n
1 = (Z
n
1 )
p−1θn−12 +
(Y n1 )
p−1 , et pour tout i ≥ 2, θni = (Z
n
i )
p−1θn−12i + (θ
n
i−1)
p−1
+ (Y ni )
p−1 .
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On note e´galement K =
⋃
i≥1
Kn, et pour des raisons de formulation, on pose
par convention K0 = k, et pour tout i ∈ N , θi0 = 0.
On ve´rifie aussitoˆt que :
• Pour tout (i, n) ∈ N∗ × (N \ {0, 1}),
θni = (Z
n
i )
p−1θn−12i + . . .+ (Z
n
1 )
p−i(θn−12 )
p−i+1 + (Y ni )
p−1 + . . .+ (Y n1 )
p−i .
• Pour tout n ∈ N∗, pour tout i ∈ N, on a Kn−1(θni ) ⊆ Kn−1(θ
n
i+1), et donc
Kn/k est un corps commutatif. En outre, K/k est purement inse´parable,
et pour tout n ∈ N∗, Kn/Kn−1 est q-simple.
The´ore`me 9.5 (Ki/k)i≥1 sont les seules sous-extensions d’exposant non borne´
de K/k a` une extension finie pre`s ; c’est-a`-dire pour toute sous-extension propre
L/k d’exposant non borne´ de K/k, il existe i ∈ N∗ tel que Ki ⊆ L et L/Ki est
finie.
Comme application type de ce the´ore`me, on a :
Proposition 9.6 Toute suite de´croissante de sous-extensions de K/k est sta-
tionnaire.
Preuve. Soit (Fi/k)i≥1 une suite de´croissante de sous-extensions de K/k.
D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent, pour tout j ∈ N∗, il existe ij ∈ N tel que
Kij ⊆ Fj et Fj/Kij est finie. Comme Fj+1 ⊆ Fj , alors
⋂
n∈N
k(Fj+1
pn) =
Kij+1 ⊆
⋂
n∈N
k(Fj
pn) = Kij . D’ou`, il existe s ∈ N
∗, pour tout j ≥ s, Kij = Kis .
En particulier, pour tout j ≥ s, Fj/Kis est finie. Ainsi, pour tout j ≥ s,
[Fj+1 : Kis ] ≤ [Fj : Kis ] ≤ [Fs : Kis ] ; ou encore la suite d’entiers naturels
([Fj : Kis ])j≥s est de´croissante, donc stationnaire a` partir d’un entier n0, et par
suite pour tout n ≥ n0, Fn = Fn0 . ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate, on a :
The´ore`me 9.7 Sous les meˆmes hypothe`ses ci-dessus, on a K/k est absolument
lq-finie.
Preuve. Due au the´ore`me 9.3. ⊓⊔
Pour la preuve du the´ore`me 9.5 ci-dessus, nous aurons besoin des re´sultats
suivants :
Tout d’abord, de´sormais, pour tout (i, s) ∈ (N \ {0, 1})×N∗, on pose Λis =
{(j, l) ∈ N2| 2 ≤ j ≤ i et 1 ≤ l ≤ 2i−js}.
Lemme 9.8 Pour tout i ≥ 2, pour tout s ≥ 1, on a θis ∈ Q(θ
1
2i−1s, ((Z
j
l )
p−2
i−js
,
(Y jl )
p−2
i−js
)(j,l)∈Λis).
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Preuve. On va utiliser une de´monstration par re´currence. Par construc-
tion, pour tout s ∈ N∗, θ2s = (Z
2
s )
p−1
θ12s + . . . + (Z
2
1 )
p−s
(θ12)
p−s+1
+ (Y 2s )
p−1
+
. . . + (Y 21 )
p−s
, d’ou` θ2s ∈ Q(θ
1
2s, . . . , (θ
1
2)
p−s+1
, (Z2s )
p−1
, . . . , (Z21 )
p−s
, (Y 2s )
p−1
,
. . . , (Y 21 )
p−s
) ⊆ Q(θ12s, (Z
2
s )
p−s
, . . . , (Z21 )
p−s
, (Y 2s )
p−s
, . . . , (Y 21 )
p−s
), et par suite
le lemme est ve´rifie´ pour le premier rang. Supposons que la proprie´te´ de
re´currence s’applique jusqu’a` l’ordre i > 1. Egalement, pour tout s ∈ N∗, on a
θi+1s = (Z
i+1
s )
p−1
θi2s + . . . + (Z
i+1
1 )
p−s
(θi2)
p−s+1
+ (Y i+1s )
p−1
+ . . . + (Y i+11 )
p−s
,
et donc θi+1s ∈ Q(θ
i
2s, . . . , (θ
i
2)
p−s+1
, (Zi+1s )
p−1
, . . . , (Zi+11 )
p−s
, (Y i+1s )
p−1
, . . . ,
(Y i+11 )
p−s
). Or, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence, pour tous r ∈ {1, . . . , s},
θi2r ∈ Q(θ
1
2i−1.2r, ((Z
j
l )
p−2
i−j2r
, (Y jl )
p−2
i−j2r
)(j,l)∈Λi2r ). Comme Q est parfait,
pour tout n ∈ N, on a Qp
−n
= Q ; et par suite (θi2r)
p−(s−r)
∈ Q((θ12ir)
p−(s−r)
,
((Zjl )
p−2
i+1−jr−(s−r)
, (Y jl )
p−2
i+1−jr−(s−r)
)(j,l)∈Λi2r ) pour tous r ∈ {1, . . . , s}. Pui-
squeQ(θ12ir) = Q(X
p−2
ir
) et 2i+1−js = 2i+1−j(r+(s−r)) = 2i+1−jr+2i+1−j(s−
r) ≥ 2i+1−jr + (s− r), on en de´duit les relations ci-dessus:
• Q((θ12ir)
p−(s−r)
) = Q(Xp
−2ir−(s−r)
) ⊆ Q(Xp
−2is
) = Q((θ12is)),
• (Zjl )
p−2
i+1−jr−(s−r)
∈ Q((Zjl )
p−2
i+1−js
), et (Y jl )
p−2
i+1−jr−(s−r)
e´le´ment de
Q((Y jl )
p−2
i+1−js
).
D’ou`, θi+1s ∈ Q(θ
1
2is, ((Z
j
l )
p−2
i+1−js
, (Y jl )
p−2
i+1−js
)(j,l)∈Λi+1s ). ⊓⊔
Dans toute la suite, pour tout n ≥ 2, on pose Sn = k(Xp
−∞
, ((Zji )
p−∞
,
(Y ji )
p−∞ )(i,j)∈Γn), ou` Γn = N
∗ × {2, . . . , n}, et S1 = k(Xp
−∞
) par convention.
D’apre`s le lemme ci-dessus, pour tout n ≥ 2, on ve´rifie aussitoˆt queKn ⊆ Sn.
De plus, pour tout (i, n) ∈ N∗ × (N \ {0, 1}), (Zn1 )
p−1 ∈ Sn−1((Y n1 )
p−1
, θni ) par
construction.
Proposition 9.9 La famille (Zji )(i,j)∈N∗×(N\{0,1}) est p-inde´pendente sur K
p.
Tout le long de cette de´monstration, on va utiliser les notations suivantes :
pour tous (i, j) ∈ N∗×(N\{0, 1}), on pose Aji = ((Z
s2
s1 )
p−1)(s1,s2)<(i,j) ou` ≤ est
la relation d’ordre hexade´cimal, et pour tout j ≥ 2, Cji = ((Z
j
l )
p−i
, (Y jl )
p−i
)l<i.
Preuve. D’apre`s le lemme d’e´change, pour tout j ≥ 2, pour tout i ∈ N∗, il
suffit de montrer que Zji 6∈ K
p((Aji )
p
), ou encore (Zji )
p−1
6∈ K(Aji ). Pour cela,
on suppose l’existence d’un couple (i, j) ∈ N∗ × (N \ {0, 1}) tel que (Zji )
p−1
∈
K(Aji ). Comme K =
⋃
n≥1
Kn, il existe n ∈ N∗ tel que (Z
j
i )
p−1
∈ Kn(A
j
i ). Soit
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n le plus petit entier qui ve´rifie cette relation. Par construction, il est clair que
n > 1. De plus, on distingue deux cas :
1-ier cas : si n ≤ j, donc (Zji )
p−1
∈ Kn(A
j
i ) ⊆ Kj(A
j
i ) ⊆ Sj−1(Kj)(C
j
i ). Or,
on a, θji = (Z
j
i )
p−1
θj−12i + . . . + (Z
j
1)
p−i
(θj−12 )
p−i+1
+ (Y ji )
p−1
+ . . . + (Y j1 )
p−i
,
et comme pour tout (r, l) ∈ {1, . . . , i − 1} × N∗, on a (Zjr )
p−i
, (Y jr )
p−i
∈ Cji
et θj−1l ∈ Sj−1, on en de´duit que (Y
j
i )
p−1
∈ Sj−1(Kj)(C
j
i ). Cela conduit
en vertu du the´ore`me 3.1, a` di(Sj−1(C
j
i , (Z
j
i )
p−1
, (Y ji )
p−1
)/Sj−1(C
j
i )) = 2 ≤
di(Sj−1(Kj, C
j
i )/Sj−1( C
j
i )) = 1 ; et donc 2 ≤ 1, c’est une contradiction.
2-ie`me cas : n ≥ j + 1. On a (Zji )
p−1
6∈ Kn−1(A
j
i ) et (Z
j
i )
p−1
∈ Kn(A
j
i ),
comme Kn(A
j
i )/ Kn−1(A
j
i ) est q-simple et θ
n
1 6∈ Kn−1(A
j
i ), (sinon on aura
(Zn1 )
p−1 ∈ Sn−1((Y n1 )
p−1
), absurde), alors Kn−1(A
j
i )(θ
n
1 ) = Kn−1(A
j
i )((Z
j
i )
p−1
)
⊆ Sn−1. En particulier, θ
n
1 ∈ Sn−1 et donc (Z
n
1 )
p−1 ∈ Sn−1((Y
n
1 )
p−1
), (car
θn1 = (Z
n
1 )
p−1
θn−12 + (Y
n
1 )
p−1
), c’est une contradiction. ⊓⊔
Lemme 9.10 Pour tout (i, s) ∈ N×N∗, pour tout j > i, o(θjs,Ki) = 2
j−i−1s.
Preuve. Il est imme´diat que o(θ1s ,K0) = s pour tout s ∈ N
∗, donc on
se rame`ne au cas ou` j ≥ 2. Dans la suite, on va utiliser un raisonnement
par re´currence sur j. Par construction, on a θi+1s = (Z
i+1
s )
p−1
θi2s + . . . +
(Zi+11 )
p−s
(θi2)
p−s+1
+ (Y i+1s )
p−1
+ . . . + (Y s+11 )
p−s
, et donc (θi+1s )
ps
∈ Ki. Si
(θi+1s )
ps−1
∈ Ki, on aura (Z
i+1
1 )
p−1
∈ Ki((Y
i+1
1 )
p−1
), c’est une contradiction.
D’ou`, (θi+1s )
ps−1
6∈ Ki, et donc o(θi+1s ,Ki) = s. Soit maintenant j un entier
tel que j ≥ i + 2. Egalement, pour tout s ≥ 1, on a θjs = (Z
j
s )
p−1
θj−12s +
. . .+ (Zj1)
p−s
(θj−12 )
p−s+1
+ (Y js )
p−1
+ . . .+ (Y j1 )
p−s
. Or, d’apre`s l’hypothe`se de
re´currence, pour tout s ∈ N∗, pour tout n ∈ {0, . . . , s−1}, on a o(θj−12(s−n),Ki) =
2j−1−i−1.2(s− n) = 2j−i−1(s− n), d’ou` pour tout n ∈ {1, . . . , s− 1},
o((θj−12(s−n))
p−n
,Ki) = 2
j−i−1(s− n) + n < 2j−i−1s = o(θj−12(s),Ki).
Il en re´sulte que o(θjs,Ki) = o(θ
j−1
2s ,Ki) = 2
j−i−1s. ⊓⊔
Lemme 9.11 Pour tout i ∈ N, Ki
p−1 ∩K = Ki(θ
i+1
1 ).
Preuve. Il est clair que Ki(θ
i+1
1 ) ⊆ K
p−1
i ∩K. S’il existe α ∈ K
p−1
i ∩K tel que
α 6∈ Ki(θ
i+1
1 ), comme Ki+1/Ki est q-simple, on a α 6∈ Ki+1, sinon Ki(θ
i+1
1 ) =
Ki(α). Soit j le plus grand entier tel que α 6∈ Kj, donc α ∈ Kj+1 avec i +
1 ≤ j. En outre, on aura o(α,Kj−1) = 1, et par suite Kj(α) = Kj(θ
j+1
1 ) ≃
Kj ⊗Kj−1 Kj−1(α) ; d’ou` Kj(θ
j+1
1 )/Kj−1 est modulaire. Or, o(θ
j
2,Kj−1) = 2,
donc le syste`me (1, (θj2)
p
) est Kj−1 libre, en particulier il est libre sur Kj−1 ∩
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[Kj(θ
j+1
1 )]
p
. Comple´tons ce syste`me en une base B de [Kj(θ
j+1
1 )]
p
sur Kj−1 ∩
[Kj(θ
j+1
1 )]
p
. Comme Kj(θ
j+1
1 )/Kj−1 est modulaire, donc [Kj(θ
j+1
1 )]
p
et Kj−1
sontKj−1∩[Kj(θ
j+1
1 )]
p
-line´airement disjointes ; et par suite B est aussi une base
de Kj−1([Kj(θ
j+1
1 )]
p
) sur Kj−1. Or l’e´quation de de´finition de θ
j+1
1 sur Kj−1
s’e´crit : (θj+11 )
p
= Zj+11 (θ
j
2)
p
+ Y j+11 , par identification on aura Z
j+1
1 , Y
j+1
1 ∈
Kj−1 ∩ [Kj(θ
j+1
1 )]
p
⊆ Kp, c’est une contradiction avec la proposition 9.9; et
donc Ki
p−1 ∩K = Ki(θ
i+1
1 ). ⊓⊔
Corollaire 9.12 Pour tous (i, n) ∈ N×N∗, on a Ki
p−n ∩K ⊆ Ki+1
p−n+1 ∩K.
En particulier, Ki
p−n ∩K ⊆ Kn+i pour tout entier n.
Preuve. Il suffit de remarquer que Ki
p−n ∩ K = (Ki
p−1 ∩K)
p−n+1
∩ K ⊆
Ki+1
p−n+1 ∩K. ⊓⊔
Comme conse´quence, on a :
Corollaire 9.13 Pour tout j ∈ N, K/Kj est lq-finie.
Preuve. Application imme´diate du re´sultat pre´ce´dente, et du fait que di(Kn+j
/Kj) = n pour tous j, n ∈ N. ⊓⊔
Soit n un entier naturel non nul. Conside´rons la suite (ns)s∈N∗ des entiers
de´finie par la relation de re´currence suivante : n1 = n, et pour tout s ∈ N∗\{1},
ns+1 = [
ns
2
], ou` [.] de´signe la partie entie`re. La suite des entiers ainsi obtenue est
de´croissante, et donc stationnaire. Le premier entier e tel que ne = 1 s’appelle
longueur de parite´ infe´rieur de n et se note lpi(n). On ve´rifie imme´diatement
que :
• Pour tout s > lpi(n), ns = 0.
• Si n ≤ m, alors lpi(n) ≤ lpi(m).
• Pour tout i ∈ N∗, 2ni+1 + εi = ni, avec εi = 0 ou 1 selon la parite´ de ni.
En particulier, 2ni+1 ≤ ni et ni + 1 ≤ 2(ni+1 + 1), et par suite pour tout
j ≥ i, on en de´duit que 2j−inj ≤ ni et ni + 1 ≤ 2j−i(nj + 1). Notamment, si
l’on pose p1 = lpi(n), on aura 2
p1−1 ≤ n < 2p1 . Autrement dit, p1 est le plus
petit entier tel que n < 2p1 .
The´ore`me 9.14 Pour tout (i, n) ∈ N×N∗, Ki
p−n ∩K ⊆ Ki+1
p
−[
n
2
]
.
Pour la preuve de ce the´ore`me, on aura besoin des re´sultats suivants :
Proposition 9.15 Soit n un entier naturel non nul. Pour tout s ∈ N∗, pour
tout n ∈ N, on a o(θs+rns ,Kr(θ
1+r
n1 , . . . , θ
s−1+r
ns−1 )) = ns = sup
i∈N∗
(o(θi+rni ,Kr(θ
1+r
n1 ,
. . . , θs−1+rns−1 )). En paticulier, {θ
1+r
n1 , . . . , θ
p1+r
np1
} est une r-base canoniquement
ordonne´e de Kr((θ
i
ni)i∈N∗)/Kr, ou` p1 = lpi(n).
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Preuve. Comme les Ki/k, (1 ≤ i) sont construites de la meˆme fac¸on, on
se contente de pre´senter la de´monstration dans le cas ou` r = 0. Par con-
vention, pour tout s > p1, o(θ
s
ns , k) = o(θ
s
0, k) = 0, donc on se rame`ne au
cas ou` s ≤ p1. D’apre`s le lemme 9.10, pour tout i ∈ {1, . . . , p1}, o(θini , k) =
o(θini ,K0) = 2
i−1ni ≤ n1 = o(θ1n1 , k), et donc o(θ
1
n1 , k) = sup
i∈N∗
(o(θini , k)). Soit
s ∈ {2, . . . , p1−1}, supposons en tenant compte de l’hypothe`se de re´currence que
pour tout j ∈ {1, . . . , s}, on a o(θjnj , k(θ
1
n1 , . . . , θ
j−1
nj−1)) = nj = sup
i∈N∗
(o(θini , k(θ
1
n1 ,
. . . , θj−1nj−1 )). Pour simplifier l’e´criture, on pose L1 = k(θ
1
n1 , . . . , θ
s
ns), L2 =
k(θ1n1 , . . . , θ
p1
np1
) et L3 = L2(Ks) = Ks(θ
s+1
ns+1 , . . . , θ
p1
np1
). D’une part, L3/k
e´tant q-finie, donc en vertu du lemme 9.10, pour tout i ≥ s + 1, o(θini ,Ks) =
2i−s−1ni ≤ ns+1 = o(θ
s+1
ns+1 ,Ks). D’autre part, d’apre`s la proposition 4.16
et 4.17, ns+1 = o(θ
s+1
ns+1 ,Ks ) ≤ o(θ
s+1
ns+1 , L1) ≤ o1(L2/L1) = os+1(L2/k) ≤
os+1(L3/k) = o(θ
s+1
ns+1 ,Ks) = ns+1, et donc o(θ
s+1
ns+1 , L1) = os+1(L2/k) = o1(L2/
L1) = ns+1. Par suite, pour tout s ∈ N∗, o(θsns , k(θ
1
n1 , . . . , θ
s−1
ns−1)) = ns =
sup
i∈N∗
(o(θini , k(θ
1
n1 , . . . , θ
s−1
ns−1)). En particulier, par application de l’algorithme
de la comple´tion des r-bases, on aura {θ1n1 , . . . , θ
p1
np1
} est une r-base canonique-
ment ordonne´e de k((θini)i∈N∗)/k. ⊓⊔
Soit n un entier naturel non nul. Conside´rons la suite (n′s)s∈N∗ des entiers
de´finie par la relation de re´currence suivante :
• n′1 = n si n est paire, et n
′
1 = n+ 1 dans le cas contraire.
• Pour tout s ∈ N∗, n′s+1 =
n′s
2
si n′s est paire, et n
′
s+1 =
n′s + 1
2
si n′s est
impaire.
La suite des entiers ainsi obtenue est de´croissante, donc stationnaire. Le
plus petit entier r tel que n′r = 1 s’appelle longueur de parite´ supe´rieur de n et
se note lps(n). On ve´rifie imme´diatement que :
• Pour tout s ≥ lps(n), n′s = 1.
• Pour tout i ∈ N∗, 2n′i+1 = n
′
i + εi, avec εi = 0 ou 1 selon la parite´ de n
′
i.
En particulier, n′i ≤ 2n
′
i+1 et 2(n
′
i+1 − 1) ≤ n
′
i − 1. Par suite, pour tout
j ≥ i, n′i ≤ 2
j−in′j et 2
j−i(n′j − 1) ≤ n
′
i− 1. En outre, si on pose p2 = lps(n), on
aura 2p2−2 < n ≤ 2p2−1. Autrement dit, p2 − 1 est le plus petit entier tel que
n ≤ 2p2−1. De meˆme, il est aise´ d’obtenir l’expression ni ≤ n′i, pour tout i ∈ N
∗.
Toutefois, on montre par re´currence que n′i ≤ ni + 1. En effet, pour i = 1 le
re´sultat est ve´rifie´, et si n′i ≤ ni+1, ou encore n
′
i+1 ≤ 2(ni+1+1)+1, on aura
n′i+1 ≤
n′i + 1
2
≤ (ni+1 +1)+
1
2
; et par suite n′i+1 ≤ [ni+1 +1+
1
2
] = ni+1 +1.
En outre, n′i = ni+αi, avec αi = 0 ou 1 ; et par conse´quent lps(n) = lpi(n)+α,
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avec α = 0 ou 1. Egalement, on a 2p2−2 ≤ 2p1−1 ≤ n ≤ 2p2−1 ≤ 2p1 , ou`
p1 = lpi(n) et p2 = lps(n), et comme conse´quences, p2 = p1 si et seulement si n
est puissance de 2.
On pose ensuite, ∆ = {(f, g) ∈ N2| f ≥ 2 et 1 ≤ g ≤ n′f}, et Q
n
0 =
Q(θ1n′1
, ((Zfg )
p
−n′
2
, (Y fg )
p
−n′
2
)(f,g)∈∆).
Comme pour tout i ∈ N∗ \ {1}, et pour tout j ∈ {2, . . . , i}, 2i−jni ≤ nj ≤
n′j ≤ n
′
2, on en de´duit que {(Z
j
l )
p−2
i−jni
, (Y jl )
p−2
i−jni
} ⊆ Qn0 . D’apre`s le lemme
9.8, pour tout i ∈ N∗, on a θini ∈ Q
n
0 ; et donc Q((θ
i
ni)i∈N∗) ⊆ Q
n
0 . Pour tout
i ∈ N, posons de meˆme Fni = Q
n
0 (Ki) et F
n = Qn0 (K). On ve´rifie aussitoˆt que:
(1) Pour tout i ∈ N, Fni ⊆ F
n
i+1, et F
n =
⋃
i∈N
Fni .
(2) Pour tout i ∈ N, Fni+1/F
n
i est q-simple.
(3) Pour tout 1 ≤ i, (θin′
i
−1)
p−1
∈ Qn0 .
En effet, θin′
i
−1 ∈ Q(θ
1
2i−1(n′
i
−1), ((Z
j
l )
p
−2i−j (n′
i
−1)
, (Y jl )
p
−2i−j (n′
i
−1)
)(j,l)∈Λi
n′
i
−1
),
en vertu du lemme 9.8. Comme θ1n′
i
−1 ∈ (Q
n
0 )
p
(Q e´tant donne´ parfait), et
pour tout j ∈ {2, . . . , i}, 2i−j(n′i − 1) ≤ n
′
j − 1 ≤ n
′
2 − 1, (et donc en partic-
ulier 2i−1(n′i − 1) ≤ n
′
1 − 1), alors θ
i
n′
i
−1 ∈ Q(θ
1
n′1−1
, ((Zjl )
p
−(n′
2
−1)
, (Y jl )
p
−(n′
2
−1)
)(j,l)∈Λi
n′
i
−1
) ⊆ (Qn0 )
p
; ou encore (θin′
i
−1)
p−1
∈ Qn0 . En outre (θ
i
n′
i
−1)
p−1
∈ Fn0 ,
et pour tout i ≥ 1, θin′
i
∈ Fni−1, (car θ
i
n′
i
= (Zin′
i
)
p−1
θi−12n′
i
+(θin′
i
−1)
p−1
+(Y in′
i
)
p−1
,
avec (Zin′
i
)
p−1
, (Y in′
i
)
p−1
∈ Fn0 et θ
i−1
2n′
i
∈ Ki−1 ⊆ Fni−1.
Lemme 9.16 Pour tout (s, j) ∈ N∗ ×N∗, o(θsn′s+j ,F
n
s−1) = j.
Pour simplifier l’e´criture, on pose L2 = k((Q
n
0 )
p−∞
, (Y 2n′2+1
)
p−∞
) = k(Xp
−∞
,
((Zsl )
p−∞ , (Y sl )
p−∞)(s,l)∈∆, (Y
2
n′2+1
)
p−∞
), et pour tout t > 2, Lt = St−1((Q
n
0 )
p−∞ ,
(Y 2n′
t
+1)
p−∞
) = k(Xp
−∞
, ((Zhi )
p−∞
, (Y hi )
p−∞
)(i,h)∈Γt−1 , ((Z
j
l )
p−∞
, (Y jl )
p−∞
)(j,l)∈∆,
(Y tn′
t
+1)
p−∞
), ou` Γt−1 = N
∗ × {2, . . . , t − 1}. Il est clair que Fns ⊆ Ls, par
ailleurs, comme Q est parfait, et θsi = (Z
s
i )
p−1θs−12i + . . .+ (Z
s
1)
p−i(θs−12 )
p−i+1
+
(Y si )
p−1 + . . . + (Y s1 )
p−i , s > 1 et i ∈ N∗, alors pour tout j ∈ N, (θsi )
p−j ∈
k(Xp
−∞
, ((Zhr )
p−∞
, (Y hr )
p−∞
)(r,h)∈Γs−1 , ((Z
s
l )
p−∞
, (Y sl )
p−∞
)1≤l≤i). En partic-
ulier, (θsn′s)
p−j ∈ Ls.
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Preuve. Pour s = 1, le re´sultat est trivial, donc on est amene´ au cas
s ≥ 2. Par construction, θsn′s+1 = (Z
s
n′s+1
)
p−1
θs−12(n′s+1)
+ (θsn′s)
p−1
+ (Y sn′s+1)
p−1
=
(Zsn′s+1)
p−1θs−12(n′s+1)
+ . . .+(Zs1)
p−n
′
s−1
(θs−12 )
p−n
′
s
+(Y sn′s+1)
p−1+. . .+(Y s1 )
p−n
′
s−1
,
donc (θsn′s+1)
p
= Zsn′s+1(θ
s−1
2(n′s+1)
)
p
+ θsn′s + Y
s
n′s+1
, et par suite (θsn′s+1)
p ∈ Fns−1.
Toutefois, si θsn′s+1 ∈ F
n
s−1, on aura (Z
s
n′s+1
)
p−1 ∈ Ls Remarquons que pour tout
h ≤ s − 1 et pour tout i ∈ N∗, Zhi 6= Z
s
n′s+1
, e´galement pour tout 1 ≤ l ≤ n′j .
Zsn′s+1 6= Z
j
s ; et comme la famille (Z
j
i , Y
j
i )(i,j)∈N∗2 est p-inde´pendante sur
kp, alors (Zsn′s+1)
p−1 6∈ Ls, c’est une contradiction. D’ou` o(θsn′s+1,F
n
s−1) =
1. Soit j un entier naturel diffe´rent de 0 et 1, supposons par application de
la proprie´te´ de re´currence que o(θsn′s+i,F
n
s−1) = i pour tout i ∈ {1, . . . , j}.
Comme θsn′s+j+1 = (Z
s
n′s+j+1
)
p−1
θs−12(n′s+j+1)
+ (θsn′s+j)
p−1
+ (Y sn′s+j+1)
p−1
, on
aura (θsn′s+j)
p−1 ∈ Fns−1(θ
s
n′s+j+1
, (Zsn′s+j+1)
p−1 , (Y sn′s+j+1)
p−1). D’ou`, j + 1 =
o((θsn′s+j)
p−1
,Fns−1) ≤ o1(F
n
s−1(θ
s
n′s+j+1
, (Zsn′s+j+1)
p−1
, (Y sn′s+j+1)
p−1
) / Fns−1) ≤
o(θsn′s+j+1,F
n
s−1) ≤ j + 1, et par suite o(θ
s
n′s+j+1
,Fns−1) = j + 1. ⊓⊔
Comme conse´quence, on a :
Corollaire 9.17 Pour tout s ∈ N∗, (θs2(n′
s+1
+1))
p 6∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
). En partic-
ulier, (θs+1n′
s+1
+1)
p
6∈ Fns−1( θ
s
2n′
s+1
).
Preuve. Si (θs2(n′
s+1
+1))
p ∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
), alors o( (θs2(n′
s+1
+1))
p
, Fns−1) =
o((θsn′s+εs+2)
p
, Fns−1) = εs + 2 − 1 ≤ o(θ
s
2n′
s+1
,Fns−1) = o(θ
s
n′s+εs
,Fns−1) = εs,
ce qui implique que 1 < 0, contradiction. D’ou`, (θs2(n′
s+1
+1))
p 6∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
).
D’autre part, comme (θs+1n′
s+1
+1)
p
= Zs+1n′
s+1
+1(θ
s
2(n′
s+1+1)
)
p
+ (Zs+1n′
s+1
)
p−1
θs2n′
s+1
+
(θs+1n′
s+1
−1)
p−1
+Y s+1n′
s+1
+1+(Y
s+1
n′
s+1
)
p−1
, et (θs+1n′
s+1
−1)
p−1
, (Zs+1n′
s+1
)
p−1
, (Y s+1n′
s+1
)
p−1
sont
des e´le´ments de Fn0 , on en de´duit que (θ
s+1
n′
s+1
+1)
p
6∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
). ⊓⊔
Lemme 9.18 Pour tout s ≥ 1, (Zs+1n′
s+1
+1)
p−1
6∈ Fn.
Preuve. En posant m0 = Q(((Z
f
g )
p−∞
, (Y fg )
p−∞
)(f,g)∈∆), m = k(m0) et
Mi = m(Ki), M = m(K) =
⋃
i≥1
Mi, et pour tout i ∈ N∗, Z ′
j
i = Z
j
n′
j
+i,
Y ′ji = Y
j
n′
j
+i et α
j
i = θ
j
n′
j
+i ; on se retrouve dans des conditions analogues a`
celles de la proposition 9.9, ou` X , Z ′
j
i , Y
′j
i et α
j
i jouent des roˆles similaires que
X , Zji , Y
j
i et θ
j
i auquel cas le re´sultat de´coule imme´diatement. ⊓⊔
Toutefois, on ve´rifie aussitoˆt que pour tout i ∈ N∗, Fni = F
n
i−1((α
i
j)j≥1), et
pour tout j ≥ 1, o(αij ,F
n
i−1) = j.
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Lemme 9.19 (Fn0 )
p−1 ∩ Fn = Fn0 (α
1
1).
Preuve. Il est clair que Fn0 (α
1
1) ⊆ (F
n
0 )
p−1 ∩ Fn. Supposons que (Fn0 )
p−1 ∩
Fn 6= Fn0 (α
1
1) = F
n
0 (θ
1
n′1+1
), donc il existe θ ∈ (Fn0 )
p−1 ∩ Fn tel que θ 6∈
Fn0 (θ
1
n′1+1
). Soit s le plus grand entier tel que θ 6∈ Fns , donc θ ∈ F
n
s+1 et 1 ≤ s.
Comme Fns+1/F
n
s est q-simple et o(θ,F
n
s ) = o(θ,F
n
s−1) = 1, et compte tenu de
la transitivite´ de la line´arite´ disjointe, on aura Fns (θ) = F
n
s (α
s+1
1 ) ≃ F
n
s ⊗Fns−1
Fns−1(θ) ≃ F
n
s ⊗Fns−1(θs2n′
s+1
) F
n
s−1(θ
s
2n′
s+1
)(θ). D’ou` Fns (θ)/F
n
s−1(θ
s
2n′
s+1
) est
modulaire, en outre (Fns (θ))
p
et Fns−1(θ
s
2n′
s+1
) sont (Fns (θ))
p ∩ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
)-
line´airement disjointes. Comme (θs2(n′
s+1
+1))
p 6∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
) d’apre`s le corol-
laire 9.17, alors (1, (θs2(n′
s+1
+1))
p
) est libre sur Fns−1(θ
s
2n′
s+1
), d’ou` (1, (θs2(n′
s+1
+1))
p
)
est libre sur (Fns (θ))
p ∩ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
). Comple´tons ce syste`me en une base
B de (Fns (θ))
p
sur (Fns (θ))
p ∩ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
). En vertu de la line´arite´ dis-
jointe, B est aussi une base de (Fns−1(θ
s
2n′
s+1
))((Fns (θ))
p
) sur Fns−1(θ
s
2n′
s+1
).
Or, par construction, on a (αs+11 )
p
= (θs+1n′
s+1+1
)
p
= Zs+1n′
s+1+1
(θs2(n′
s+1
+1))
p
+
(Zs+1n′
s+1
)
p−1
θs2n′
s+1
+ (θs+1n′
s+1
−1)
p−1
+ Y s+1n′
s+1
+1 + (Y
s+1
n′
s+1
)
p−1
, et (Zs+1n′
s+1
)
p−1
θs2n′
s+1
+
(θs+1n′
s+1
−1)
p−1
+Y s+1n′
s+1
+1+(Y
s+1
n′
s+1
)
p−1
∈ Fns−1(θ
s
2n′
s+1
), (car (Zs+1n′
s+1
)
p−1
, (Y s+1n′
s+1
)
p−1
,
(θs+1n′
s+1
−1)
p−1
∈ Fn0 ). Par identification, on obtient (Z
s+1
n′
s+1
+1) ∈ (F
n
s (θ))
p ∩
Fns−1(θ
s
2n′
s+1
), et donc (Zs+1n′
s+1
+1)
p−1
∈ Fns (θ) ⊆ F
n, c’est une contradiction
d’apre`s le lemme 9.18 ci-dessus ; et par suite (Fn0 )
p−1 ∩ Fn = Fn0 (α
1
1). ⊓⊔
Lemme 9.20 Pour tout n ∈ N∗\{1}, o2((k(θ1n1 , . . . , θ
p1
np1
))
p−1
∩K/k) = [
n1 + 1
2
],
ou` p1 = lpi(n) et n1 = n, et pour tout s ∈ N∗, ns+1 = [
ns
2
].
Preuve. Notons L = k(θ1n1 , . . . , θ
p1
np1
), L1 = L
p−1∩K, et L2 = k(θ1n1+1, θ
2
n2+1).
On distingue deux cas.
1-ier cas : si n est paire, alors n′1 = n et n
′
2 = n2 = [
n
2
]. En vertu du
lemme 9.19, L1 ⊆ (Fn0 )
p−1 ∩ K ⊆ (Fn0 )
p−1 ∩ Fn = Fn0 (α
1
1). Or, F
n
0 (α
1
1) ⊆
K1(((Y
j
i )
p−n2
, (Zji )
p−n2
)(i,j)∈N∗×(N\{0,1})), donc pour tout β ∈ F
n
0 (α
1
1), on a
βp
n2
∈ K1 ; et par suite Lp
−1
∩K ⊆ Fn0 (α
1
1)∩K ⊆ K1
p−n2 ∩K. Compte tenu de
la proposition 4.16 et 4.17, on a n2 = o2(L/k) ≤ o2(L1/k) ≤ o2(K1
p−n2∩K/k) =
o1(K1
p−n2 ∩K/K1) = n2, et donc o2(L1/k) = n2 = [
n+ 1
2
].
2-ie`me cas : si n est impaire, comme k(L1
p) ⊆ L ⊆ L1, d’apre`s la proposition
4.17, oi(L1/k) = oi(L/k) + εi, avec εi = 0 ou 1. D’une part, par construction,
on a (θ2n2+1)
p
= Z2n2+1(θ
1
2(n2+1)
)
p
+ θ2n2 + Y
2
n2+1. D’autre part, on a 2n2 + 1 =
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n = n1, et pour tout i ∈ N∗, Q(θ1i ) = Q(X
p−i), donc en particulier Q(θ12n2+1) =
Q((θ12(n2+1))
p
) ; et par conse´quent, (θ2n2+1)
p
∈ L. On en de´duit que L2 ⊆ L1,
et d’apre`s la proposition 9.15 et la proposition 4.16, on a o2(L2/k) = n2 + 1 ≤
o2(L1/k) ≤ n2 + 1. D’ou`, o2(L1/k) = n2 + 1 = [
n1 + 1
2
]. ⊓⊔
Lemme 9.21 Soient n et r deux entiers naturels avec n non nul. Si Kr
p−n1 ∩
K ⊆ Kr+1
p−n2 ∩ K ⊆ . . . ⊆ Kr+p1−1
p−np1 ∩ K ⊆ Kr+p1 , ou` p1 = lpi(n),
n1 = n, et pour tout s ∈ N∗, ns+1 = [
ns
2
], alors on aura Kr
p−n ∩ K =
Kr(θ
1
nr+1 , . . . , θ
p1
nr+p1
).
Preuve. Comme les Ki/k, 1 ≤ i sont construites de fac¸on analogue, on se
rame´ne au cas ou` r = 0. Pour tout n ∈ N∗, kn de´signe toujours kp
−n
∩ K.
D’une part, d’apre`s la proposition 9.15, on a o1(k(θ
1
n1 , . . . , θ
p1
np1
)/k) = n1, et
donc k(θ1n1 , . . . , θ
p1
np1
) ⊆ kn1 . D’autre part, comme kn1 ⊆ Ks−1
p−ns ∩ K, en
vertu de la proposition 9.15, on aura ns = os(k(θ
1
n1 , . . . , θ
p1
np1
)/k) ≤ os(kn1/k) ≤
os(Ks−1
p−ns ∩K/k) = o1(Ks−1
p−ns ∩K/Ks−1) = ns, (car Ks−1
p−ns ∩K/k est
q-finie et Ks−1/k est relativement parfaite de degre´ d’irrationalite´ s − 1) ; et
donc os(kn1/k) = ns. D’ou`, kn1 = k(θ
1
n1 , . . . , θ
p1
np1
). ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 9.14. D’abord, il est a` signaler qu’on va continuer
a` utiliser les notations du lemme ci-dessus. Soit n un entier naturel non nul.
D’apre`s le corollaire 9.12, pour tout i ∈ N, Ki
p−1 ∩K ⊆ Ki+1 et Ki
p−2 ∩K ⊆
Ki+1
p−1 ∩ K ; donc le the´ore`me est ve´rifie´ si n ∈ {1, 2}. Supposons que le
the´ore`me est satisfait pour tout j ≤ n. Autrement dit, pour tout j ≤ n,
pour tout i ∈ N, Ki
p−j ∩ K ⊆ Ki+1
p
−[
j
2
]
, et montrons que Ki
p−n−1 ∩ K ⊆
Ki+1
p
−[
n+ 1
2
]
pour tout i ∈ N. Dans un premier temps, on se limite au cas
i = 0. De´sormais et sauf mention du contraire, on notera e = [
n1 + 1
2
].
Cas particulier : Compte tenu de l’hypothe`se de re´currence, on a kp
−n1
∩
K ⊆ K1
p−n2 ∩ K ⊆ . . . ⊆ Kp1−1
p−np1 ∩ K ⊆ Kp1 , ou` p1 = lpi(n). En vertu
du lemme 9.21, kn1 = k(θ
1
n1 , . . . , θ
p1
np1
), et d’apre`s le lemme 9.20, o2(kn1
p−1 ∩
K/k) = o2(kn1+1/k) = e. Comme o(θ
1
n1+1, k) = n1 + 1 = o1(kn1+1/k), donc
θ1n1+1 ∈ kn1+1 ; et par application de l’algorithme de la comple´tion des r-bases,
on comple`te θ1n1+1 en une r-base de kn1+1/k. D’ou`, pour tout β ∈ kn1+1, on a
βp
e
∈ k(θ1n1+1) ⊆ K1. Il en re´sulte que kn1+1 ⊆ K1
p−e ∩K.
Cas ge´ne´ral. Soit s ≥ 1, par application successive de l’hypothe`se de
re´currence, on obtient Ks
p−n1 ∩ K ⊆ Ks+1
p−n2 ∩ K ⊆ . . . ⊆ Ks+p1−1
p−np1 ∩
K ⊆ Ks+p1 . Dans la suite, on de´sire prouver que Ks
p−n1−1 ∩ K ⊆ Ks+1
p−e .
D’apre`s le lemme 9.21, on a Ks
p−n ∩K = Ks(θs+1n1 , θ
s+2
n2 , . . . , θ
s+p1
np1
). Soit h0 =
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Q(Xp
−∞
, ((Zji )
p−∞
)(i,j)∈Γs+1\{(1,s+1)}, (Y
j
i )
p−∞
)(i,j)∈Γs+1), ou` Γs+1 = N
∗ × {2,
. . . , s+1}. Il est clair que h0 est parfait. Posons e´galement, h = k(h0). D’apre`s
le lemme 9.8, pour tout (i, j) ∈ Γs, on a θ
j
i ∈ h0. En outre, Ks ⊆ h. De
plus, comme pour tout i ≥ 1, θs+1i = (Z
s+1
i )
p−1
θs2i + . . .+ (Z
s+1
1 )
p−i
(θs2)
p−i+1 +
(Y s+1i ) + . . . + (Y
s+1
1 )
p−i
, on en de´duit que h0(θ
s+1
i ) = h0((Z
s+1
1 )
p−i
). En
modifiant le´ge`rement les notations ci-dessus, on va se ramener au conditions de
l’exemple ci-haut. Pour se faire, pour tout i ≥ 1, on pose : Hi = h(Ks+i), et
par convention H0 = h. Notons e´galement : H = h(K) =
⋃
i≥1
Hi, X
′ = Zs+11 ,
et pour tout j ≥ 2, Z ′ji = Z
j+s
i et Y
′j
i = Y
j+s
i . On ve´rifie aussitoˆt que Hj =⋃
i≥1
Hj−1(β
j
i ), ou` β
j
i = θ
j+s
i = (Z
j+s
i )
p−1
θj+s−12i + (θ
j+s
i−1 )
p−1
+ (Y j+si )
p−1
pour
tout j ≥ 1. En particulier, pour tout j ≥ 2, βji = (Z
′j
i )
p−1
βj−12i + (β
j
i−1)
p−1
+
(Y ′i
j)
p−1
; et par suite on se retrouve de nouveau dans les meˆmes conditions de
l’exemple pre´ce´dent.
Le reste de la de´monstration re´sulte aussitoˆt du lemme suivant :
Lemme 9.22 Pour tout (i, j) ∈ N∗ ×N, o(βj+1i , Hj) = o(θ
s+j+1
i , h(Ks+j)) =
i = o(θs+j+1i ,Kj+s). En outre, K et h sont Ks-line´airement disjointes.
Preuve. Comme (X, (Zji , Y
j
i )(i,j)∈N∗×(N\{0,1}) est alge´briquement libre sur
Q et h0 = Q(X
p−∞ , ((Zji )
p−∞
)(i,j)∈Γs+1\{(1,s+1)}, (Y
j
i )
p−∞
)(i,j)∈Γs+1), alors la
famille (X ′, (Z ′ji , Y
′j
i )(i,j)∈N∗×(N\{0,1})) est alge´briquement inde´pendante sur
h0. D’ou`, de la meˆme fac¸on qu’au lemme 9.10, pour tout (i, j) ∈ N∗ ×N, on
a o(βj+1i , Hj) = o(θ
s+j+1
i , h(Ks+j)) = i = (θ
s+j+1
i ,Kj+s), ou encore pour tout
(i, j) ∈ N∗ ×N, Hj et Ks+j(β
j+1
i ) sont Ks+j-line´airement disjointes. Comme,
Kj+s+1 est re´union croissante d’extensions (Kj+s(β
j+1
i ))i≥1, on en de´duit que
Kj+s+1 et Hj sont Ks+j-line´airement disjointes pour tout j ∈ N. Par ap-
plication successive de la transitivite´ de la line´arite´ disjointe, on aura Kj+s+1
et H0 sont Ks-line´airement disjointes. Or, K est re´union croissante des sous-
extensions (Kn)n≥s, donc K et h sont Ks-line´airement disjointes. ⊓⊔
Suite de la preuve du the´ore`me 9.14. Pour des raisons d’e´criture,
on pose N = h(β1n1 , . . . , β
p1
np1
). On montre a` la meˆme fac¸on du lemme 9.20
que o2(N
p−1 ∩ H/h) = e. Or, Ks
p−n1 ∩ K = Ks(β1n1 , . . . , β
p1
np1
) ⊆ N , donc
Ks
p−n1−1∩K ⊆ Np
−1
∩H . CommeK et h sontKs-line´airement disjointes, alors
en particulier, h(Ks
p−n1−1 ∩K) ≃ h⊗Ks Ks
p−n1−1 ∩K ; et par suite d’apre`s les
propositions 4.12, 4.17, o2(h(Ks
p−n1−1 ∩K)/h) = o2(h⊗Ks Ks
p−n1−1 ∩K/h) =
o2(Ks
p−n1−1 ∩ K/Ks) ≤ o2(Np
−1
∩ H/h) = e. Comme o(θs+1n1+1,Ks) = n1 +
1, par application de l’algorithme de la comple´tion des r-bases, on comple`te
θs+1n1+1 en une r-base canoniquement ordonne´e de Ks
p−n1−1 ∩ K/Ks ; et donc
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o2(Ks
p−n1−1 ∩ K/Ks) = o1(Ks
p−n1−1 ∩ K/Ks(θ
s+1
n1+1
)) ≤ e. Par conse´quent,
pour tout x ∈ Ks
p−n1−1 ∩ K, xp
e
∈ Ks(θ
s+1
n1+1
) ⊆ Ks+1 ; il en re´sulte que
x ∈ Ks+1
p−e ∩K. D’ou` Ks
p−n1−1 ∩K ⊆ Ks+1
p−e ∩K. ⊓⊔
Corollaire 9.23 Pour tout (n, s) ∈ N∗ ×N, Ks
p−n ∩K = Ks(θs+1n1 , θ
s+2
n2 , . . . ,
θs+p1np1 ), ou` n1 = n, lpi(n) = p1, et pour tout s ∈ N
∗, ns+1 = [
ns
2
].
Preuve. De´monstration analogue a` celle du lemme 9.21. ⊓⊔
Voici une liste de conse´quences du the´ore`me 9.5,
The´ore`me 9.24 La plus petite sous-extension m/k de K/k telle que K/m est
modulaire est triviale. Autrement dit mod(K/k) = K
Preuve. Notonsm = mod(K/k). Sim 6= K, en vertu du the´ore`me 9.5, il existe
i ∈ N∗ tel que Ki ⊆ m ⊆ Ki+1 et m/Ki est fini. Comme di(K/Ki+1) est infini,
il en est de meˆme de di(K/m). En vertu du corollaire 5.9, di(mp
−1
∩K/m) =
di(K/m), donc di(mp
−1
∩K/m) est infini. Par ailleurs, il existe e ∈ N, tel que
m ⊆ Ki
p−e ∩K, (m/Ki est finie), et donc mp
−1
∩K ⊆ Ki
p−e−1 ∩K. Compte
tenu du the´ore`me 3.1, on a di(mp
−1
∩K/m) ≤ di(Ki
p−e−1 ∩K/Ki) < +∞, c’est
une contradiction avec le fait que di(mp
−1
∩K/m) est infini. D’ou` m = K. ⊓⊔
Corollaire 9.25 Pour tout j ≥ 1, mod(K/Kj) = K.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
Remarque 9.1 Soit Ω une cloˆture alge´brique de K. Dans [k : Ω] on de´finit la
relation ∼ de la fac¸on suivante : K1 ∼ K2 si K1 ⊆ K2 et K2/K1 est finie ou
K2 ⊆ K1 et K1/K2 est finie. On ve´rifie aussitoˆt que ∼ est re´flexive, syme´trique,
cependant ∼ est ge´ne´ralement non transitive. Il est imme´diat que
(1) {Ki/k, i ≥ 1} est l’ensemble des repre´sentants des sous-extensions d’expo-
sant non borne´ de K/k pour la relation ∼.
(2) K/k et (Ki/k)i∈N sont les seules sous-extensions relativement parfaites
de K/k.
(3) Pour tout i, j ∈ N tels que i < j, mod(Kj/Ki) = Kj−1.
9.2 Caracte´risation des extensions q-finies
Proposition 9.26 Toute extension absolument lq-finieK/k est q-finie surmod(
K/k). En particulier, toute extension qui est a` la fois modulaire et absolument
lq-finie est q-finie
Preuve. Notons m = mod(K/k). Le cas m = K est trivial, pour cela on
suppose que m 6= K. D’apre`s la proposition 5.10, di(mp
−1
∩K/m) = di(K/m).
CommeK/k est absolument lq-finie, il en est de meˆme deK/m, et donc di(K/m)
est fini. ⊓⊔
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The´ore`me 9.27 Une extension absolument lq-finie K/k est q-finie si et seule-
ment si pour tout corps interme´diaire L de K/k, la plus petite sous-extension
m de L/k telle que L/m est modulaire est non triviale (m 6= L).
Preuve. La condition ne´cessaire re´sulte du the´ore`me 7.3. Inversement, con-
side´rons la suite de´croissante (mi) de sous-extensions de K/k de´finie par :
m0 = K, et pour tout i ≥ 1, mi = mod(mi−1/k). Par hypothe`se, si mi−1 6= k,
alors mi 6= mi−1. Toutefois, comme toute suite de´croissante de sous-extensions
de K/k est stationnaire, on en de´duit l’existence d’un entier j tel que mj = k.
Par suite, on aura K = m0 ←− m1 ←− . . . ←− mj−1 ←− mj = k. En parti-
culier, pour tout i ∈ {1, . . . , j}, mi−1/mi est absolument lq-finie, et par suite
d’apre`s la proposition 9.26, mi−1/mi est q-finie. D’ou`, K/k est q-finie. ⊓⊔
Comme conse´quence imme´diate des the´ore`mes 9.27 et 9.3, on a
Corollaire 9.28 Pour qu’une extension purement inse´parable K/k soit q-finie
il faut et il suffit qu’elle satisfait les deux conditions suivantes :
(i) Toutes suite de´croissante de sous-extensions de K/k est stationnaire.
(ii) Pour tout corps interme´diaire L de K/k, on a mod(L/k) 6= L.
Par ailleurs, voici une proprie´te´ caracte´ristique qui permet d’identifier les
extensions moduliares qui sont q-finies.
The´ore`me 9.29 Soit K/k une extension purement inse´parable et modulaire.
Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Toute suite de´croissante de sous-extensions de K/k est stationnaire.
(2) Toute ensemble de sous-extensions de K/k admet un e´lement minimal.
(3) K/k est q-finie.
Preuve. De´coule aussitoˆt du the´ore`me 9.3 et la proposition 9.26. ⊓⊔
Comme application imme´diate, on a :
Corollaire 9.30 Soit k un corps commutatif de caracterstique p > 0, et Ω une
cloˆture alge´brique de k. Il est e´quivalent de dire que :
(1) di(k) est fini.
(2) Toute ensemble de sous-extensions purement inse´parables de Ω/k admet
un e´lement minimal.
(3) Toute suite de´croissante de sous-extensions purement inse´parables de Ω/k
est stationnaire.
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Preuve. Il suffit de remarquer que la cloˆture purement inse´parable kp
−∞
de
Ω/k est modulaire sur k, et di(k) = di(kp
−∞
/k). Par suite, le re´sulat de´coule
aussitoˆt du the´ore`me 9.29. ⊓⊔
Soit K/k une extension modulaire d’exposant non borne´. Pour que K/k
soit q-finie, il suffit de modifier le´ge´rement la condition suffisante du the´ore`me
ci-dessus de la fac¸on suivante :
The´ore`me 9.31 Pour qu’une extension modulaire d’exposant non borne´ K/k
soit q-finie il faut et il suffit que toute suite de´croissante de sous-extensions
d’exposant non borne´ de K/k soit stationnaire.
Pour la preuve nous aurons besoin du re´sultat suivant :
Lemme 9.32 Soit K/k une extension purement inse´parable d’exposant non
borne´ et de degre´ d’irratinalite´ infini. Si de plus, K/k est relativement parfaite
et modulaire, alors K/k contient une sous-extension propre L/k d’exposant non
borne´ et modulaire.
Preuve. On va construire par re´currence une suite strictement croissante
(Kn/k)n≥1 de sous-extensions modulaires d’exposant n de K/k. Comme K/k
est relativement parfaite, d’apre`s la proposition 6.2 et le corollaire 5.9, pour
tout n ≥ 1, di(kp
−n
∩ K/k) = di(kp
−1
∩ K/k) = di(K/k) et kp
−n
∩ K/k est
e´quiexponentielle d’exposant n. Soit G1 une r-base de k
p−1 ∩K/k, il en re´sulte
que kp
−1
∩ K ≃ ⊗k(k(a))a∈G1 . Choisissons un e´le´ment x de G1, comme G1
est infini, il existe un sous-ensemble fini G′1 de G1 tel que x 6∈ k(G
′
1). Posons
K1 = k(G
′
1), il est clair que K1/k est modulaire. Supposons qu’on a construit
une suite de sous-extensions finies k ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ . . .Kn de K/k telle que
(1) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Ki/k est modulaire.
(2) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, o1(Ki/k) = i.
(3) x 6∈ Kn.
Soit Gn+1 une r-base de k
p−n−1 ∩K/k, d’apre`s la proposition 6.1, kp
−n−1
∩
K ≃ ⊗k(k(a))a∈Gn+1 . Comme o1(Kn/k) = n, on en de´duit que Kn ⊆ k
p−n−1 ∩
K. Or Kn/k est finie et Gn+1 est infinie, donc il existe une partie finie G
′
n+1
de Gn+1 telle que Kn ⊆ k(G′n+1). Deux cas peuvent se produire :
1-ier cas si x 6∈ k(G′n+1), alors Kn+1 = k(G
′
n+1) convient.
2-ie`me cas si x ∈ k(G′n+1), comme k
p−n−1 ∩ K ≃ ⊗k(⊗k(k(a))a∈G′
n+1
) ⊗k
(⊗k(k(a))a∈Gn+1\G′n+1), donc x 6∈ k(Gn+1 \ G
′
n+1) ; sinon puisque k(G
′
n+1) et
k(Gn+1 \ G
′
n+1) sont k-line´airement disjoints, alors x ∈ k(G
′
n+1) ∩ k(Gn+1 \
G′n+1) = k, absurde. Soit y un e´le´ment de Gn+1 \G
′
n+1, (y existe car Gn+1 est
infinie et G′n+1 est finie). Notons Kn+1 = Kn(y), on ve´rifie aussitoˆt que :
• Kn+1/k est finie, et o1(Kn+1/k) = o(y, k) = n+ 1.
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• Kn+1 ≃ Kn⊗k k(y), (application de la transitivite´ de la line´arite´ disjointe
de k(G′n+1) et k(Gn+1 \ G
′
n+1)), et comme Kn/k est modulaire, d’apre`s
la proposition 5.11, Kn+1/k est modulaire.
• x 6∈ Kn+1, sinon comme kp
−n−1
∩ K ≃ k(G′n+1) ⊗k k(Gn+1 \ G
′
n+1) ≃
Kn(G
′
n+1)⊗KnKn(Gn+1\G
′
n+1), alors x ∈ k(G
′
n+1)∩Kn(y) ⊆ Kn(G
′
n+1)
∩Kn(Gn+1 \G′n+1) = Kn, abbsurde.
D’ou` Kn+1/k convient, et par suite L =
⋃
i≥1
Ki satisfait les conditions du
the´ore`me ci-dessus. ⊓⊔
Preuve du the´ore`me 9.31 Il suffit de montrer que 2 ⇒ 1. Pour cela,
on va utiliser un raisonnement par contrapose´. Supposons que K/k n’est pas
q-finie, et soit G une r-base de K/k(Kp). Si |G| est infinie, il existe une famille
(ai)i∈N∗ d’e´le´ments de G deux a` deux distincts. Pour tout n ∈ N∗, notons
Kn = k(K
p)(G \ {a1, . . . , an}), et K0 = K. Il est clair que la suite (Kn)n∈N
de sous-extensions d’exposant non borne´ de K/k est de´croissante, mais comme
G est une r-base de K/k(Kp), alors pour tout n ∈ N, Kn 6= Kn+1 ; et par
suite la suite (Kn/k)n∈N est non stationnaire, donc on est amene´ au cas ou`
|G| est fini. Posons e = o1(k(G)/k) et L1 = k(Kp
e
). D’une part, d’apre`s la
proposition 5.10, L1/k est modulaire. D’autre part, Comme K = k(K
p)(G),
alors k(Kp
e
) = k(Kp
e+1
)(Gp
e
) = k(Kp
e+1
) ; ou encore L1/k est relativement
parfaite. On ve´rifie aussitoˆt que :
• Si L1/k est q-finie, il en est de meˆme de K/k puisque di(K/k) ≤ di(K/L1)
+di(L1/k).
• Si L1/k n’est pas q-finie, d’apre`s le lemme 9.32, L1/k contient une sous-
extension propre modulaire d’exposant non borne´ L2/k, et on distingue
deux cas :
1-ier cas : Si L2/k est q-finie, comme L1/k n’est pas q-finie et modulaire,
d’apre`s le corollaire 5.9, di(kp
−1
∩L1/k) est infini. Notons M = L2(k
p−1 ∩L1).
Il est imme´diat que di(M/k) ≥ di(kp
−1
∩L1/k), et comme L2/k est q-finie, alors
di(M/L2) est infini. Par suite si G est une r-base de M/L2, alors |G| est infini.
Comme dans le cas pre´ce´dent, on construit une suite strictement de´croissante
de sous-extensions de K/k.
2-ie`me cas si L2/k n’est pas q-finie, on se rame`ne aux conditions de K/k,
et en re´pe´tant les meˆme proce´dures, on construit une suite de´croissante non
stationnaire (Ln/k)n≥1 de sous extensions de K/k. ⊓⊔
9.3 L’absolument lq-finitude et la w0-ge´ne´ratrice
Rappelons qu’une extension K/k est dite w0-ge´ne´ratrice, s’elle n’admet aucune
sous-extension propre d’exposant non borne´. Pour plus de de´tails sur ce sujet,
se re´fe´rer aux articles [11] et [6].
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The´ore`me 9.33 Toute extension absolument lq-finie est compose´e d’e´xtensions
w0-ge´ne´ratrices.
Preuve. Si K/k est finie ou w0-ge´ne´ratrice, c’est termine´. Sinon, soit H
l’ensemble de sous-extensions d’exposant non borne´ de K/k. D’apre`s la propo-
sition 8.9, H admet une sous-extension minimale d’exposant non borne´ de
K/k que l’on note K1. Ne´cessairement, K1/k est w0-ge´ne´ratrice. Supposons
qu’on a construit une suite de sous-extensions de K/k telle que k = K0 ⊆
K1 ⊆ . . . ⊆ Kn, et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Ki/Ki−1 est w0-ge´ne´ratrice. Si
K = Kn, on s’arreˆte. Sinon, Comme K/Kn est absolument lq-finie, on re-
prond avec K/Kn, et donc il existe une sous extension Kn+1/Kn de K/kn
telle que Kn+1/Kn est w0-ge´ne´ratrice. D’ou`, compte tenu de la proprie´te´
de re´currence, il existe une suite de sous-extensions (Ki/k) de K/k telle que
k = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kn ⊆ . . . ⊆ K et pour tout i ≥ 1, Ki/Ki−1 est w0-
ge´ne´ratrice. ⊓⊔
Comme application de la proposition 9.26, on a :
Proposition 9.34 Soit K/k une extension absolument lq-finie, si de plus K/k
est w0-ge´ne´ratrice, alors mod(K/k) 6= K si et seulement si K/k est q-finie.
Preuve. Imme´diat. ⊓⊔
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